Voorbeeldoplossing toets: Analytische meetkunde — loodrechte stand

1. Gegeven is een driehoek AABC met A(—3,1), B(4,7) en C(2,—2). Bepaal de gy 3
codrdinaat van het snijpunt van de zwaartelijn uit 4 met de hoogtelijn uit C. 5'
5 4
5 51 17 '
M[BC] 3,5 , dus ZA<—>y=m(x+3)+l.Dus ZA<—>y=Zx+Z . a
7-1 6 7 7
m,=——=—<m, =——,zodat h. <> y=—(x-2)-2.
©ae3 7 M e c o y=—¢(x=2) NERFII N
_ 7 1 8
Eenvoudiger geschreven: |/, <> y = —gx+§ ) c
—lx+z x=-1
) YTy 177 1
Snijpunt bepalen: Rt 3 ¥ —x+—=—-x+—3x+21=-14x+4 > x=-1,
7 1 y:E 4 4 6 3

=——X+=
YT

en y :%.(_1)+% :% . Het snijpunt is dus S(—l,%j-

2. Gegeven zijn de punten A(—2,1) en B(3,4). Bepaal de codrdinaten van de 4y B
\
punten C opde x-aszodat AC L BC. 3 \
Elk punt op de x-as kunnen we noteren als C(C,O), met ¢ € R . Dan geldt: 2 Il
1 4 4 A 4
ACLBC ©m, my =-1< . =-leo—F——=-1 1 /
-2—c¢ 3—-c c —c—6 v /
2 2 0 P4 X N
Sc—c-b6=-A4c —c-2=0c=-1vc=2 LIPR Te="V5 13°

De gezochte punten zijn dus C, (—1,0) en C, (2,0).

3. Men wil de volgende stelling analytisch bewijzen:
“In een rechthoekige driehoek is een rechthoekszijde de middelevenredige
tussen de schuine zijde en de loodrechte projectie van die rechthoekszijde
op de schuine zijde.”

Bepaal de co6rdinaatvan B' (de loodrechte projectie van B
op de schuine zijde).

AC e y= 0 g(x—0)+a ofnog AC <> y=—ax+a.
\ 1 1 ,
BB'<> y=—x (my, =— omdat BB' L AC).
a a
a2
y=lx YT 1 a’
Snijpunt: a Rt a”+1 *: —x=—ax+a©x=—a2x+a2@(a2+l)x=a2©x= >
a a a +1

y=—ax+a y=

2
Dus hebben we dat B' Za , za .
a +1 a +1



4. Gegeven zijn de punten A(—2,1), B(2,4), C(S,O) en D(—3,—6).

Bewijs dat vierhoek ABCD een rechthoekig trapezium is, en bereken zijn
opperviakte.

4-1 3 _0+6

3
m :m: 1 en mg, —mzz,zodat m,, =mg, < AC||CD.
. :%:—g,zodat m gy =1 AB L BC.

ABCD is dus wel degelijk een rechthoekig trapezium.

|AB| :\/(4—1)2 +(2+2)2 =15 en analoog |BC| =5 en |CD| =10.

(105)5 4

Dus S z0p =

Voorbeeldoplossing toets: Analytische meetkunde — loodrechte stand

1. Gegeven is een driechoek AABC met A(S,I), B(—4,7) en C(—2,—2). 5

Bepaal de codrdinaat van het snijpunt van de zwaartelijn uit 4 met de
hoogtelijn uit C.

> A 17
M[Bc](—&a)dus Z, o )y= 3 (x—3)+l .Dus:|z, <—>y:_zx_,_Z

-7+1 6 7 7
mAB = 4+3 :—;@mhc :g,zodat hC (—)y:g(x+2)_2

<

4y

7
Eenvoudiger geschreven: | i <> ¥ =gx+—

3
1 7

y=——x+—, |x=1

Snijpunt bepalen: 4 14c> 3

Yy==

=—X+=

y 3 2
*: —lx+z:Zx+lc>—3x+21:14x+4c>x:1,en dus y:—l-l+zzé
4 4 6 3 4 4 2

Het snijpunt is dus S(l,%}.

2. Gegeven zijn de punten A(l, —2) en B(4,3). Bepaal de coordinaten van de punten
C opde y-aszodat AC L BC.

Elk punt op de y -as kunnen we noteren als C(O,c), met ¢ € R . Dan geldt:

—2—6.3—6_
1
Sct—c-b=-Adst-c-2=0c=—1vec=2

De gezochte punten zijn dus C; (0,—1) en C, (0,2).

2
¢ —c—6

ACLBC ©m, my =-1< -1 -1




Men wil de volgende stelling analytisch bewijzen:

“In een rechthoekige driehoek is een rechthoekszijde de middelevenredige

tussen de schuine zijde en de loodrechte projectie van die rechthoekszijde op
de schuine zijde.”

Bepaal de codrdinaat van B' (de loodrechte projectie van B
op de schuine zijde).

AC(—)yzO—_(l)(x—O)+l of nog AC(—)y:—lx+1.

c
BB'<>y=cx (my, =c omdat BB' L AC).
c
y=cx . |x==
. c +1
Snijpunt: 1 = ) *:
y=——x+I1 _c
¢ Y ct+1
2 2 C
ax=—x+1l&c x=—x+cc>(c +l)x=cc>x=
c

ct+1

2

2
Dus hebben we dat B' ¢ ,ZC— .
c+1 ¢ +1

4. Gegeven zijn de punten A(2,—1), B(—2,—4), C(—S,O) en D(3,6). Bewijs

dat vierhoek ABCD een rechthoekig trapezium is, en bereken zijn
oppervlakte.

4-1 3 0+6
= =—en =

mAB—2+2 4 me,, m—z,ZOdat mABszDQACHCD.
-4 4
m,. zg—zz—g,zodat m .y =—1 < AB L BC.

ABCD is dus wel degelijk een rechthoekig trapezium.

|AB| :\/(4—1)2 +(2+2)2 =15 en analoog |BC| =5 en |CD| =10.
(10+5).5

Dus S z0p =

=37,5.




Voorbeeldoplossing toets: de cirkel (inleiding)

1. Noteer telkens de grootte van hoek & onder de figuur.

)\

a=52° i i

2. In een cirkel met middelpunt M is [AB] een diameter. [CD] is een koorde

die [AB] snijdt in een punt S en zodat DM een bissectrice is van ADC.

Verder weet je dat lﬁ/l\c =84°.
e BDC =42° (hoofdstelling)

e BAD = ADM :1\71)\(3:240 (@4 =90° (OHC) en AMAD is gelijkbenig)

° @7) =48° (hoofdstelling)

e BSD =72° (buitenhoek)
3. Twee diameters [AB] en [CD] van een cirkel staan loodrecht op elkaar. De koorde [DE] /‘S%
snijdt [AB] in een punt F' (zie figuur). Als je weet dat |DF| =8 en |EF| =4,5, bereken dan d

A [T /F B
de straal van deze cirkel. 5

DMF =DEC=90"0) 2 ) pvge — apc -2 _IPEL [ 2r 125 5555
MDF = EDC (gen) |DF| |pM| " 8 1

o+ 4
4. Bewijs de stelling van de binnenomtrekshoek: y = > p (zie figuur). &
A

Teken [AD] , dan zijn S/AT) = ,8/2 en S/Eél = a/2 (hoofdstelling).

8
Dusis ¥ =a/2+ 3/2 (buitenhoek). /

5. Gegeven is een driechoek AABC en zijn omgeschreven cirkel ¢, met middelpunt M .

[AD] is het hoogtelijnstuk op zijde [BC] . Bewijs dat 1547) = m

Teken het apothema [MN] van [AC] danis MN 1 AC en ook m: ]7]\4\6‘

Wegens de hoofdstelling weten we dat ABC = EAMC' en dus wegens het vorige dat ABC = AMN .

De twee driehoeken AABD en AAMN zijn dus gelijkvormig (HH), en daarom geldt ook @ = ]\m O



Voorbeeldoplossing toets: de cirkel (inleiding)

1. Noteer telkens de grootte van hoek & onder de figuur.

&

Y

N

eI

2. In een cirkel met middelpunt M is [AB] een diameter. [CD] is een koorde

—

die [AB] snijdt in een punt S en zodat DM een bissectrice is van ADC.

Verder weet je dat BMC =76° . Bereken de aangeduide hoeken.
e BDC =38° (hoofdstelling)

e BAD = ADM :]gl)\(f:26° (@ =90° (OHC) en AMAD is gelijkbenig)

e BMD =52° (hoofdstelling) e BSD =78° (buitenhoek)

3. Twee diameters [AB] en [CD] van een cirkel staan loodrecht op elkaar. De koorde [BE] 5 FQ
|9

snijdt [CD] in een punt F' (zie figuur). Als je weet dat |BF| =5en |EF| =3, bereken dan /A " .
de straal van deze cirkel. (HINT: ga op zoek naar gelijkvormige driehoeken) \0@./

{B/]\-/IT7 = B/Ejél =90° (ouc) 1t

T <:>ABMF~ABEA:M:MC>2=§C>1"=\/%=2\/§.
MBF = EBA (en.) |FBl |BM| "5 -

_ Bty

4. Bewijs de stelling van de binnenomtrekshoek: o = —= (zie figuur)

Teken [AD] , dan zijn S/AT) = ,3/2 en S/Eél = 7//2 (hoofdstelling).

Dusis a=/3/2+y/2 (buitenhoek).

5. Gegeven is een driechoek AABC en zijn omgeschreven cirkel ¢, met middelpunt M . C
[AD] is het hoogtelijnstuk op zijde [BC] .Bewijs dat m = liR’ . C
£

Teken het apothema [MN] van [AB] danis MN 1 AB en ook m = N/AJ\B B

Wegens de hoofdstelling weten we dat ACB = EAMB , en dus wegens het vorige dat ACB = AMN .

De twee driehoeken AACD en AAMN zijn dus gelijkvormig (HH), en daarom geldt ook m/[ = ER O



Voorbeeldoplossing toets: parate kennis in verband met cirkels (A)

Stel de vergelijking op (uitgewerkt) van de cirkel C met middelpunt M (2, —3) enstraal r=5.

c (—)(x—2)2+(y+3)2=52 e Controleer dat punt P(—l,l)ec
X —4x+4+y" +6y+9=25 (~1) +12 —4(-1)+6.1-12=0

2, .2 —12=
©Ox +y —4x+6y-12=0 S1+1+4+6-12=0:

Bepaal het middelpunt en de straal van de cirkel C <> x* +1” +4x—-10y—-7=0.

M(—2,5) en r=+4+25+7=6

Een drichoek AABC heeft hoeken A = 66°, B= 60° en 6 =54°. De raaklijnen
in A, B en C aan de omgeschreven cirkel van A4ABC snijden elkaarin P, Q

en R (zie figuur)!

Bereken de grootte van de hoek ;’ Noteer zorgvuldig je werkwijze.

De hoeken P/A\B en @ meten allebei ook 54° want het zijn
raakomtrekshoeken op dezelfde boog als hoek 6’

Dus moet hoek IAD =72° (hoekensom in APAB)

Voorbeeldoplossing toets: parate kennis in verband met cirkels (B)

Stel de vergelijking op (uitgewerkt) van de cirkel C met middelpunt M (3, —2) enstraal r=95.

c <—>(x—3)2+(y+2)2=52 e Controleer dat punt P(—l,l)ec
X —6x+9+)" +4y+4=25 (1) +1°=6(-1)+4.1-12=0

2 2 _ — =
X4y —6x+4y-12=0 S1+1+46+4-12=0:

Bepaal het middelpunt en de straal van de cirkel C <> x* + > —14x+2y+14=0.

M(7,—l) en r=+449+1-14 =6

Een drichoek AABC heeft hoeken A = 66°, B= 60° en 6 =54°. De raaklijnen
in A, B en C aan de omgeschreven cirkel van AABC snijden elkaar in P, QO

en R (zie figuur)!
Bereken de grootte van de hoek @ Noteer zorgvuldig je werkwijze.
De hoeken Q/&S en Q/B\C meten allebei ook 66° want het zijn

raakomtrekshoeken op dezelfde boog als hoek 21 .

Dus moet hoek @ =48° (hoekensom in AQBC')




Voorbeeldoplossing toets: de cirkel

1. Bewijs de stelling: Een raaklijn aan een cirkel staat loodrecht op de middellijn door het raakpunt.

Theorie!
2. [AB] is de diameter van een cirkel met middelpunt M en straal 2.
De koorde [ AC] raakt de cirkel met diameter [ BM ] in punt D.

Bereken de lengte | BC]|.

Teken het lijnstuk [M ' D], dan geldt ADM '=90° (rkl). Bovendien is ook ACB =90° (ohc), zodat:

C=D=90° |BC| |48 |BC|
- < AADM '~ AACD = = <|B C|
A=A (gem) |M D| |AM |
3. Decirkel ¢ heeft als diameter [AD] , dat tevens de zijde is van een vierkant o
D \\P c
Cc
ABCD, met |AD| =16 . Punt P ligt op zijde [CD] zodat | PD| =
Kies zelf een assenstelsel en onderzoek of BP een raaklijn is aan de cirkel ¢ M
of niet.
A B Y

Kies het assenstelsel zoals op de figuur, dan geldt B(16,0) en P(4,16),
zodat BP <> y = —g(x—l6), of nog BP <> 4x+3y—64=0.We berekenen d(M,BP) , met M(0,8) :

4.0+3.8-64] |40|

d(M BP) =8 =r, = BP is eenraaklijn aan cirkel c.
V4 +3 5
4. Gegevenisdecirkel ¢ <> x>+ y° +6x—2y—35=0 enhet punt P L —1 Iy

binnen deze cirkel.
Stel de vergelijking op van de cirkel ¢' met middelpunt P zodanig dat de
cirkels ¢ en ¢' elkaar inwendig raken N X

We weten dat twee cirkels Corry N o, )elkaar inwendig raken als en \/Q;y
slechts als geldt dat |MP| = |r —r '| .
Voor cirkel ¢ geldt M(—3,1) en r=+9+1+35=+/45 =3\/§.

Dus |MP|=|r—r'|©\/(—3—l l+l ‘3\/_ ‘@\/— ‘3\/_ ‘
©2x/§:3x/§—r' \% —2\/§=3x/§—r'<:>r'=\/§ \% r':5\/§

De twee oplossingen zijn dus c{ > (x—l)2 +(y+l)2 =5 en c'2 > (x—l)2 +(y+l)2 =125

W




1.

Voorbeeldoplossing toets: de cirkel

Bewijs de stelling van de macht van een punt t.o.v. een cirkel: als een rechte door een punt P een cirkel snijdt

in 4 en A, eneenandere rechte door P snijdtdiein B, en B,, dan geldt |PA1|.|PA2| :|PBI|.|PBz| .

Theorie!
[AB] is de diameter van een cirkel met middelpunt M en straal 6. De

koorde [BC] raakt de cirkel met diameter [ AM ] in punt D. Bereken de

lengte |AC| . Noteer zorgvuldig je werkwijze.

Teken het lijnstuk [M ' D], dan geldt BDM '=90° (rkl). Bovendien is ook ACB =90° (ohc), zodat:

C=D=90° |ac|  |48B] |AC|
o < ABDM '~ ABCA = = |AC|:4
B =B (gem) |M D| |M B|
De cirkel ¢ heeft als diameter [AD] , dat tevens de zijde is van een vierkant 0

D P C

Cc
ABCD, met |AD| =20.Punt P ligt op zijde [CD] zodat |PD| =35.
Kies zelf een assenstelsel en onderzoek of BP een raaklijn is aan de cirkel ¢ M

of niet.

Yo

Kies het assenstelsel zoals op de figuur, dan geldt B(20,0) en P(5,20),
zodat BP < y = —%(X—ZO) ,of nog BP <> 4x+3y—80=0.We berekenen d(M,BP) , met M(O,IO):

4.0+3.10-80 |-50|

NZEFECEE

Gegeven is de cirkel ¢ <> x* + y* +2x—8y—28 =0 en het punt P 3, 2 1y
binnen deze cirkel.
Stel de vergelijking op van de cirkel ¢' met middelpunt P zodanig dat de
cirkels ¢ en c¢' elkaar inwendig raken.
P X
We weten dat twee cirkels C(M,r) en C( )elkaar inwendig raken als en \—7
slechts als geldt dat |MP| = |r —r '| .
Voor cirkel ¢ geldt M (—1,4) en r=+1+16+28 =/45 = 3\/§

Dus [MP|=|r—r{ & (-1-3) +(4-2)" =5 —r| = V20 =55 -1
©2x/§:3x/§—r' Vv —2x/§=3x/§—l"<:>l”'=\/§ vV r':5\/§

De twee oplossingen zijn dus c{ > (x—3)2 +(y—2)2 =5en c'2 > (x—3)2 +(y—2)2 =125

d(M,BP)=

=10=r, = BP is eenraaklijn aan cirkel c.

W




1. Vul het ontbrekende aan:

. Alsf(x):x3,danis dom f =R . AIsf(x):\/;,danisbldfz]R+
o  Bij f(X)=l is het verloop (S&D): « Als f(x)=4/x danis het tekenverloop:
X
X ‘ —00 0 +00
X ‘ —o0 0 +00 I
g — 0 +
() ‘ NI TN /) ‘

N

2. Stel f(x) = ax’ + x . Bereken voor welke waarde van de parameter a € R geldt dat (—J =19.
[13]

(A—fj =19©M=19@((1.52+5)—(a.12+1)=76©24a=72©a=3
[15] -

Vax -1

3

Geef aan hoe je de grafiek van f bekomt uit die van de standaard vierkantswortel met functievoorschrift

3. Beschouw de functie f(x) = +1.

fo (x) = \/; , en benoem ook (symbolisch) de opeenvolgende transformaties.

fo(x)zx/; — fl(x)zgﬁ /’2()6):\/? N /’3()():\/4;(_1 —>f4(x):—\/4§_1
- fi(x)=- 4)3c_l+1

4. Stel de functievoorschriften op van de hiernaast getekende functies f, en f, . Ze zijn bekomen door elementaire

transformaties uit te voeren op f(x) = \/;' f(x) = g/; of f(x) — .
4“y @49 d fl()c)z—a.()c+l)3 +2
(LO)e f, c>—a.(1+1)3+2:0c>a:%

fl(x):—%.(x+l)3+2

T A=)
(-2,2)e f, & —a4/-(2-2)+4="2<a=3
fr(x)=-34-(x-2)+4




5. Vul onderstaand transformatieschema aan:

h()=

fi(x)= (x: e v(~4,0)
Oy 3
fi(x)= (3x1 e u, (7)
fi(x)= (3x14)2 +2 v(0,2)
f5(x)= (_3x7+ N S,




