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THE COWATZ CONJECTURE STATES THAT IF YOU
PICK. A NUMBER, AND IF ITSEVEN DIVIDE 1T B¢
TWO AND |F ITS 00D MULTIPLY IT BY THREE AND
ADD ONE, AND YOU REPEAT THIS PROCEDURE LONG
ENOUGH, EVENTUALLY YOUR FRIENDS WILL SToP
CALUNG TO SEE IF YOU WANT TO HANG OUT.




1) Definitie, rekenkundige en meetkundige rijen

PRI

Een rijis een afbeelding van N in R . We noteren een rij als (un ) UL Uy, Uy, U

Hierbij zijn u,,u,,u,,... de termen van die rij, en u, is de algemene term van de rij (de n-de term). De

onderindex bij een term geeft zijn rangnummer aan.

Een rij noemen we volledig bepaald als we elke term ervan kunnen berekenen. Dit kan op verschillende
manieren.

Expliciet voorschrift

Bij sommige rijen kan je een formule f* bepalen voor de algemene term: u, = f(n) . Deze formule noemen

we het expliciet voorschrift. Je kan elke term direct berekenen.

+1)(2n+1
Voorbeeld: De rij bepaald door het voorschrift u, = n(n )6( ! ) is (un) .1, 5,14, 30, 55,....

Recursief voorschrift

Soms kan je bij een rij ook een formule vinden die toelaat een term te berekenen met behulp van één of
meer voorgaande termen. Om de rij dan volledig vast te leggen moet je ook de waarde van de eerste term(en)
kennen. De bijhorende formule noemen we de recursieformule.

Steln=1 = a,=2.a,+a,-1=22+3-1=6
n=2 = a,=2a,+a,-2=23+6-2=10
n=3 = a,=2a,+a,-3=2.6+10-3=19
n=4 = a,=2a,+a,—4=2.10+19-4=35
n=5 = a,=2a,+a,-5=2.19+35-5=068

Belangrijke opmerking

Bij sommige rijen is het niet mogelijk een expliciet of een recursief functievoorschrift te vinden. Een

eenvoudig voorbeeld is de rij van de priemgetallen (pn) :2,3,5,7,11,13,17, ....

n
Voor een som gebruiken we volgende notatie: u, +u, +...+u, = Zui (X is de Griekse Sigma).
i=1

Voor een product gebruiken we volgende notatie: u,u,.....u, = Hui (IT is de Griekse Pi).
i=1



Deze notaties zijn ingevoerd om lange sommen (en producten) op een kortere manier te noteren. Het

ny
symbool Z spreek je uit als: ‘de som voor i gaande van n, tot n, van...’. Het aantal termen in deze som

i=n

is n, —n, +1 (bovengrens —ondergrens + 1). Analoog voor het product.

100

Voorbeeld: (21'—1) is een kortere notatie voor 1+3+5+7+9+11+...+199 (= 10000) )

i=1

Een ander belangrijk symbool is het faculteitssymbool ‘!’. Dit wordt gedefinieerd als n!:Hi. Zo is
i=1

bijvoorbeeld 6!=1.2.3.4.5.6 = 720. Dit symbool gaan we vaak gebruiken bij kansrekenen.

Een rekenkundige rij is een rij waarbij elke term gelijk is aan de som van de vorige term met een constant
getal v, dat we het verschil van die rij noemen.

________________ n) iseenR.R. metverschil v < VneN;:u ,  =u +v

We kunnen een rekenkundige rij ook makkelijk expliciet definiéren, als we opmerken dat:

Uy =U +ViUy =y +V=1+2viu, =uy+v=u,+3v; ., =u,_ +v=u+(n-1)v.

(Expliciete) definitie: (1, ) is een R.R. metverschil v < VneN:u, =u, +(n-1)v

Dit is een rekenkundige rij met eerste term u, =—6327 en verschil v="7.

De duizendste term is dus: u,,, =, +999v =—-6327+999.7 = 666 .

1200+200
50

De formule geeft ons u,;, = u,,, +50v < 1200 =-200+50v < v= 28.

Deze formule laat toe rechtstreekser te werken (je hoeft niet altijd de eerste term te bepalen).

Eigenschappen

In verband met rekenkundige rijen kennen we twee heel belangrijke eigenschappen:

a+c
Eigenschap ®: a, b, c zijn drie opeenvolgende termen in een R.R. als en slechts als b = .
. |b=a+v v=b-a a+c
Bewijs: & &S b-a=c-b & 2b=a+c < b= . O
c=b+v v=c—b

c
noemen we het rekenkundig gemiddelde van a en c.




u +u,

Enerzijds: s, =u, +u, +u, +...+u, enanderzijds s, =u, +u, , +tu, ,+..+u,.
Tellen we deze twee vergelijkingen lid aan lid op, dan vinden we:
2s, = (w+u,) + (u+u,_) + (uy+u,_,) +

= (w+u,) 4 (wAru, )+ (4,220 40, -20) +

= n.(u1 +un)

+ (un +u1)
+ (u,+u,)

u, +u

2

n

Waaruit onmiddellijk volgt s, = n. . O

10 cm breed, zaagt men eerst een stuk af dat
19 cm lang en vervolgens stukken die telkens

dezelfde lengte x langer zijn. De balkjes
worden in stijgende volgorde naast elkaar

recht gezet. De op deze manier te z

overbruggen horizontale afstand is 1,3m (zie 1

figuur). Hoe groot moet men X nemen opdat ) :

de balk volledig zou gebruikt zijn?
79 er7e|

Hom | Wom | Weom | Weom |  ~ Hom | Wom

230 772
De lengte van de balkjes vormen een rekenkundige rij met eerste term u, =19, verschil v=x en

samen moeten al deze lengtes (er zijn er 13 in totaal) 5,2m zijn, dus s,; =520 .

19+u,,

5,5, =520<13 =520, dus u;; =61.Maar u;; =19+12x=61<x=3,5.

Antw.: Voor de lengte X moet 3,5 cm genomen worden.

Een meetkundige rij is een rij waarbij elke term gelijk is aan het product van de vorige term met een constant
getal g, dat we het quotiént van die rij noemen (soms wordt hiervoor ook reden gebruikt).

(Recursieve) definitie: (un) iseen M.R. met quotiént ¢ < VneN;:u A =u q

We kunnen een meetkundige rij ook makkelijk expliciet definiéren, als we opmerken dat:
. 2, 3., n-1

Uy =U.Q Uy = Uy = UG U, =UG=ULG 5. U, =U,_.§=U.q .

(Expliciete) definitie: (un) iseen M.R. met quotiént ¢ < VneN;:u = ul.q’H
Dit is een meetkundige rij met eerste term u, =—1 en quotiént ¢ =—-2.
. . 19 19
De twintigste term is dus: u,, =u.q" =—1.(-2) =524288.

Veralgemening: (un) is een M.R. met quotiént ¢ < Vk,leN, :u, zul.qH



Eigenschappen

In verband met meetkundige rijen zijn er twee heel belangrijke eigenschappen:

. |b=agq g=bla b
Bewijs: =N o =
g=clb a

c
— & b=ac.o
b

Opmerking: voor positieve getallen noemen we b =~/ ac het meetkundige gemiddelde van a en c.

Voorbeeld: Voor welke xeR is 9—x, x+1, 2x—1 een meetkundige rij?

Dan moet (erl)2 :(9—x)(2x—1)(:)3x2 —17x+10=ng=5 v ng.

s,(q=1) =(u,+uy+uy+...+u,_ +u,)(q-1)
=u,q+u,q+tug+..+u, g+u,qg—u —u,—u

= 1 ]t +.. U, +u,, ul\u&\u& 3\01\,\\&\

_ _ n _ n
=U, U =u g _ul_ul(q _1) a

Aan een emdpunt hiervan teken je een halve cirkel met straal 1 cm; aan dit nieuwe eindpunt teken je weer
een halve cirkel met straal 0,5 cm; ... dit proces herhaalt zich door telkens de straal te halveren (zie figuur).
Wat zal de lengte zijn van de spiraal bestaande uit 300 halve cirkels?

De halve cirkels vormen een M.R. met eerste term

2z, 272
u = = ——
o2 2

1
=2m,enquotiént g = 3

(1/2)300 1

~12,56637 (cm
1/2-1 (cm)

Dus [ =s,,, = 2.




2) De limiet van een rij

c

Een rij waarvan de waarden als 7 zeer groot wordt een vast
getal naderen, noemen we convergent. Dit getal noemen we <
de limiet van die rij, en we zeggen ook dat de rij convergeert

naar dat getal.

De definitie van een convergente rij (un) met limiet a is:

limu,=a )

n—>+w0

g

VeeR):3n,eN:VneNin>n = u, —al<e .

In woorden betekent dit het volgende: hoe klein je ook een positieve waarde & neemt, er bestaat altijd een
rangnummer 7, vanaf waar alle termen dichter bij a zullen liggendan ¢.

Op de figuur zie je dit grafisch geillustreerd.

Voorbeeld: Toon met behulp van de definitie aan dat lim 3n =3.

_________ n—>+o p 4+ |
. + 3n
We moeten dus bewijzen dat VseRO:EInOeN:VneN:n>n0:>—1—3 <&
n+
3 3n—-3n-3 -3 3
Er geldt: _n_3=| noon |=| |= )
n+l | n+l | |n+1| n+l
n 3 -
dus: J<eo—<e3<enteon> .
n+l n+l1 &

3-¢
Kiezen we dus 7, € N zodat n, > ——, dan volgt onmiddellijk wat we moesten bewijzen!
&

Veel rijen hebben geen eindige limiet. Soms worden rijen willekeurig groot (of klein). We spreken dan van
oneindige limieten.

De limiet van eenrijis +00: limu, =+o0o & VreR:3n e N:VheN:n>n,=u, >r.

n—+0

In woorden betekent dit: hoe groot je een reéel getal 7 ook neemt, er zal altijd een rangnummer n, bestaan
vanaf waar alle termen groter zijn dan 7. Soms is het hier praktisch om te eisen dat r € Rg , maar dit vormt

duidelijk geen beperking.

De limietvan eenrijis —o0: limu, =—0 < VreR:dn, e N:VneN:n>n,=u, <r.

n—>+w0

In woorden: hoe klein je een reéel getal 7 ook neemt, er zal altijd een rangnummer n, bestaan vanaf waar

alle termen kleiner zijn dan 7. Ook hier mag zonder probleem geéist worden dat r € R .



n

n—+o 3

We moeten dus bewijzendat V¥ e R:3dn, e N:VneN:n>n, =u, >r.

Als ¥ <0 is het gestelde waar voor alle n, € N want alle termen zijn positief. Stel dus dat » € RE .

n

Er geldt: un>r<:>?>r<:>2">3r<:>n>zlog3r,

Nemen we dus een 7, > 2 log 37 dan volgt het gestelde onmiddellijk.

Niet elke rij heeft een limiet. Zo kan een rij bijvoorbeeld alterneren (per term wisselen van teken), terwijl de
absolute waarde van de termen toeneemt. Dit type rijen heeft geen limiet.

Stel nu dat de rij wel een limiet heeft, bijvoorbeeld @, € R, en daarnaast nog een limiet a, e R.

: &
Dan geldt: hmun=a1c>VEER+O:HnleN:VneN:n>n1:>

n—>+w0

un—a1|<£
2

en ook: limunzaz@V%eRE:HnZGN:VneN:n>n2:>

n—>+w0

un—az|<i
2

Nemen we nu 7, = max(nl,n2), dan geldt:

n>n, =Sn>n A n>n = u, —a|+u, —a,| <&

un—a1|<£ A un—a2|<£ =
2 2

+

Dus: |a2 —a1|:|a2 —u, +u, —a1|£|a2 —u,|+|u, —a1|: u, —a1|+ u, —a2|<5

n

Dit geldt voor alle & € Ry, dus moet |a2 —a1| =0, waaruit onmiddellijk volgt dat @, = a, . O

de definitie dat er een n,eN, bestaat zodat ‘v’n>n0:un—a|<5. Hieruit volgt dat

Vn>n,:

=u, —a+a|£|un —a|+|a|<5+|a|.

ul’l

<M.O

AN u,

Definieer dan M = max(|u1 & +|a|) +1,dangeldt Vhne N :



De constante rij

Stelling: Voor de constante rij (un ) =c,met ceR geldt limu, =c

_____ n—>+00

Bewijs: Ve e R :VneN: |un —c| = |c—c| =0< &, waarmee het gestelde direct is bewezen. O

Nemen we dus een n0>{‘/;,dangeldt n>n,=u, =n">r.0

1 .
Stelling: Voor de rijen (un) =—,met ke N, geldt limu, =0
n

_____ n—>+o0

1 1 1
Bewijs: We nemen een willekeurig klein getal ¢ € ]Rg .Dangeldt —<& < n>—on> d: .
n & &

/1 1
Nemen we dus een n, > f/— , dan geldt n > n, :>|un—0|=—k<5.El
£ n

n—>+00 n—>+0

® lim (u,+v,)=limu, + lim v, =a+b

n—>+w0 n—>+00 n—>+00

@ lim (u,—v,)=limu, - lim v, =a—b

n—>+w0 n—>+00 n—>+w0

® lim (u,v,)= lim u,. lim v, =ab

n—>+w0 n—>+w n—>+w0

. 1 1 1 .
@ lim| — |=— =— (opvoorwaarde dat limu, =a#0)
notol Yy Iim u, a n—>+00
n—>+00
u lim u,
® lim | —* |=%2**—=— (opvoorwaardedat limv =b#0)
nio| y lim v, b n—>+o0
n—>+o0

limu,=a<= Ve eR;:3n, eN:VneN:n>n =

n—>+w0

u, —al<e
limv,=b< Ve, eR;:3n, eN:VneNin>n, =|v, —bl<g,

n—>+w0

Het zal er hier vooral op aankomen om &, en &, zo te kiezen dat we een elegant bewijs bekomen.




® Kieseen n, € N zodat n>n, =

& &
un—a|<— eneen n, € N zodat n>n, :>|vn—b|<—.

2 2
Nemen we dan 7, = max(nl,n2), dan geldt:

n>n,=|(u,+v,)=(a+b)|=|(u, —a)+(v, -b)|<|(u, —a)|+

@ Kieseen n, € N zodat n>n, =

& &
un—a|<— eneen n, € N zodat n>n, :>|vn—b|<—.
2
Nemen we dan 7, = max(nl,n2), dan geldt:

n>n, :>‘(un —vn)—(a—b)‘z‘(un —a)—(v, —b)\s

(vn—b)‘<§+£:g. O

(u, —a)‘+ 5

® De rij (v”) is convergent en dus begrensd. Eris dus een M e R" zodat Vne N, :|vn| <M.

&

Kies een n, e N zodat n>n, = 2| |
a

&
u,—a|<—— eneen n, €N zodat n>n, =y —b|<
n 2M n

Nemen we dan 7, =max (,,n, ), dan geldt: | (in het geval dat @ =0 neem je |u,|< %

n>n, = u,.v, —a.b| =u,v,—av, +av, —a.b|
S|un.vn—a.vn|+|a.vn—a.b| . endanis |unvn|= u,||v, <ﬁ-M:g)
=v, .un—a|+|a|.vn —b|
<M.i+|a|.i Folln I
2M 2 dl
. ol Ly s lal o 12
@ Kies een n, € N zodat n>n1:>|a—un <—ou,|>— < <
2 2 u, |a|

(De tweede driehoeksongelijkheid zegt dat |a - un| > |a| - |un| waaruit deze stap volgt)

2
<l

eneen n,'e N zodat n>nl':>|a—u”

Nemen we dan 7, =max (n,,n,"'), dan geldt:

laf*
n>n, = _l:|a—un <8' 2 <€'|a|-L M-g—e.ﬂ
° u, a ‘ au, |a.un 2 u, 2 |a|

[+ ]

. . () 1 .14 1 a
® Dit volgt uit het voorgaande, want lim | —* |= lim | u,.— |=lim u,. lim —=a.—=—.0
n—>+o0 v, n—>+o0 v, n—>+o0 n—>+w v, b b



Rekenreqgels voor oneindige limieten

_____ : Symbolische notatie:
n—>+o0

n—>+0

® lim (u, +v,)=+w

e +00 + 00 = +00
@ nlirpw(un.vn):vtoo (+0).(+00) = +o0
©) VXER:nIL%(x+u"):+OO X +00 = 400
® VxeR;:nli%(x.un):nLoo Vx e R}t x.(+00) = +0
® VxeR: lim| = |=0 VreR:——=0
ol 4y +00
® VkeN,: lim ({, )=-+o en lim ((u,)" )=+ VkeN,: 4400 = +wen (+0) =40

limu,=+0<=VyeR:3n eN:VneNin>n =u, >,

n—>+0

limv =40 VreR:3n, eN:VneNin>n, =v >r,

n—>+0

Het zal er hier dus vooral op aan komen de 7 en r, zo te kiezen dat we een elegant bewijs krijgen.

. r r
® Kies een n, € N zodat n>n1:>un>5 eneen n, eN zodat n>n, =>v, >—.

ror
Nemen we dan 7, =max(n1,n2), dangeldt: n>n, =>u, +v, >—+—=r.01

@ Kieseen n, € N zodat n>n = u, >'r eneen n, € N zodat n>n2:>vn>\/;.

Nemen we dan 7, = max(nl,nz), dangeldt: n>n, = u,.v, > Jralr=r

(merk op dat we hier » > 0 eisen, maar dat vormt geen beperking). O

® Kieseen n, e N zodat n>n, =>u, >r—x ,dangeldt n>n, =>x+u, >x+r—x=r.0O

. r r
@ Kieseen n, e N zodat n>n, = u, >— ,dangeldt n>n, = xu, >x.—=r.0O
X X

b . X
® Als x=0, danis — =0 van zodra de termen van u, positief zijn en dus geldt lim | — [=0.
u n—>+ow u

n n

X
Als x # 0, kies dan een willekeurige € e R eneen n, €N zodat n>n, = u, > U
£

Daaruit volgt onmiddellijk dat n>n, = u, > M = L < £ = M <eg.O
& u |x| u

n n

® Kieseen n, €N zodat n>n, = u, >r" ,dangeldt n>n, = u, >r.0O

k
Kies een n, € N zodat n>n0:>un>f/; , dan geldt n>n0:>(un) >r.0



Volledig analoog kan je ook de volgende (symbolisch genoteerde) uitdrukkingen bewijzen:

o (—o0)+(~0)=—o0 o (—0).(=0) =40 o (-90).(+0)=—0

o VxeR:x+(-w)=—wo o VxeRj:x.(+w0)=-0

o VxeRj:x.(-w)=—0 o VxeRj:x.(—w0)=+0

e VkeN,:(—0)" =—oo(koneven) o VkeN,:(-w) =+w (keven)

e VreR: =0 e VkeN,:({~0)=—w (k oneven)
—o0

Al zijn sommige limieten per definitie onbepaald, toch bestaan er soms eenvoudige rekentechnieken om de
onbepaaldheden op te heffen.

Voorbeeld 1: Bereken lim (4}13 ~3n* +5n +6) (")

___________ n—>+m

Enerzijds: = lim 4n’ — lim 3#n” + lim 517+ lim 6 = +00 —00+ 0 + 6, wat onbepaald is. Maar:

n—>+w n—>+owo n—>+w n—>+owo

= lim | 4n°. 1—i+ 52 +i3 = lim 47°. lim 1—i+ 52 +i3
n—>+o0 4n 4n° 2n n—te n—>+o0 4n 4n° 2n

= lim 4n3.(lim 1—- lim i+ limi+ lim i}j=+oo.(1—0+0+0)=+oo

n—>+00 n—>+00 n>+o 4p  no+0 4y n—>+o Qp

Op deze laatste manier is de onbepaaldheid opgeheven.

. 3n*=5n+1
Voorbeeld 2: Bereken hmnz—n ()
n—>+00 n _2

lim (37° =52+1)  lim 3n” — lim Sn+ lim 1 T

Enerzijds: = = - R
lim (n2 —2) lim #* — lim 2 oo—2

="1i%(3n2_5n+1)nli%@nz):um 3 = lim3=3
lim (n* -2) lim (n?) o ==

n—r+w n—+0

: onbepaald. Maar:

n—+o0

= lim V4n* +n—2n= lim V4n* +n — lim 2n = [lim (4n2 +n)— lim 27 = +00—00, maar:

(\/4n2+n—2n).(\/4n2+n +2n) X 1 1
= lim = lim = =—.
n—+o 2 n—+o0 4

Jan® +n+2n 2}{ /1+41+1j 2(V1+0+1)
n

met de toegevoegde vorm (vooral handig bij wortelvormen).



3) Enkele eenvoudige convergentiestellingen

Het is duidelijk dat rekenkundige rijen divergeren van zodra het verschil van de rij verschillend van nul is. Is
het verschil v>0 danzal lim u, =+ enis v<0 danzal lim u, =—o0.

n—>+00 n—+w

Om de convergentie van meetkundige rijen te bespreken hebben we enkele stellingen nodig.

De ongelijkheid van Bernouilli

Stelling: Vx e ]—l, +oo[, VneN, :(1+x)n >1+nx

Neem nu aan dat ze klopt voor 7, we bewijzen dat ze dan ook geldt voor n+1:
(l+x)n+1 =(1+x)n (1+x)2(l+nx)(l+)c)=l+(n+l)x+nx2 21+(n+1)x. m|

Convergentie van meetkundige rijen

Stelling: Met a eR geldt: ® ¢>1 = lim a”" =+© ® -l<a<l = lima"=0
n—+0 n—+0w
@a=1 = lima" =1 @ a<-1 = lim a” bestaat niet
n—+0 n—+0w

® Neem a >1. We willen bewijzendat Vr e R:3n, e N:VneN:n>n,=a" >r

n n l"—l .
We wetendat a" = (1+(a —1)) > 1+n(a —1) , dus als we stellen dat 7, > —1, is bewezen dat:

a”>l+n(a—l)>l+;:/1£g/(fj=r.

@ Neem a =1. Danis de rij constant 1 en dus de limiet gelijk aan de constante 1.

® Neem —1<a<1.Als a=0 danis de rij constant 0 en dus de limiet gelijk aan de constante 0.

1
In het andere geval geldt 0 < |a| <1,noemdan b= H > 1. Dan geldt dus wegens geval @ dat:
a

) R | 1 1 )
:11m|a| = lim —=— =0 (want — =0)endusook lim a" =0.
n—>+o0 n—+o h7 lim " 400 n—>+0
n—>+o0

lim |a”

n—>+w0

@ Neem a <—1.Als a=—1 danis de rij afwisselend 1 en —1 en dus de limiet onbestaande.

Als a<—1 danis |a| >1 en dus wegens het eerste geval lim

n—>+00

a”‘ = lim |a|n =400 . Maar ook hier is het een

n—>+w0

alternerende rij (teken wisselt telkens) dus is de limiet onbestaande. o

Opmerking: De eerste stelling kan je ook bewijzen met behulp van logaritmen:

Als ¥ <0 klopt dit altijd omdat a" > 0. Neem dus 7 >0.Neem n, = “logr, dan geldt:

“logr

VheN:n>n,<a">a" <a">a ™ <a >r.



Over het algemeen wordt dit bewijs niet aanvaard omdat de stelling ook wordt gebruikt bij het bewijs dat de
exponentiéle functie stijgend is als a > 1, waar je hier op steunt.

Gevolg: Een meetkundige rij (un) met quotiént g en eerste term u, # 0 convergeert<> —1<¢g<1.

Lou . u, ..
Bewijs: Voor die rij geldt u, =u, .q""' =—L-¢", zodat limu, =—L11im ¢" waaruit het gestelde

n—+0wo q n—>+o0

onmiddellijk volgt wegens de vorige stelling.

De som van alle termen van een meetkundige rij

We weten reeds dat voor de som van de eerste n termen van een meetkundige rij (un) met quotiént g en

1-¢"
eerste term u, # 0 geldtdat s, =u, .
I-¢q
) . . 1-¢" y .
De som van alle termenis dus lim s, = lim u, =—(1— lim ¢" ).
n—>+o0 n—>+%0 1-— q 1-— q n—+o0
+00 u
Uit de vorige paragraaf volgtdandat —1<g<1= S = Zun = 1 L.
i=1 —-q

In alle andere gevallen (dus |q| >1) divergeert de som.

een halve cirkel met straal 2 cm; aan een eindpunt hiervan teken je een
halve cirkel met straal 1 cm; aan dit nieuwe eindpunt teken je weer een
halve cirkel met straal 0,5 cm; ... dit proces herhaalt zich door telkens
weer de straal te halveren (zie figuur). Hoe lang is de spiraal?

272 1
De halve cirkels vormen een MR met u, = % =2r engq= E' dus [/ =

e Eenrij (un) is stijgend S VneNj:u, <u,,

e Eenrij (un) is strikt stiigend < VneN :u <u,

e Eenrij (un) is dalend SVneNjiu, 2u,

e Eenrij (un) is strikt dalend < VneN :u >u,

e Eenrij (un) is constant SVneNjiu, =u,,

e Eenrij (un) isalternerend < VneN;:u -u,_, <0

e Eenrij (un) is monotoon = (un) is stijgend of dalend

e Hetgetal bR is een majorant van de rij (un) < VneNj:u, <b

e Hetgetal beR is een minorant van de rij (un) < VneNj:iu, 2b

In plaats van majorant en minorant worden soms ook bovengrens en ondergrens gebruikt.



n

e Eenrij (u ) is naar boven begrensd <> (un) heeft minstens één majorant
e Eenrij (un) is naar onder begrensd < (un) heeft minstens één minorant
e Eenrij (un) is begrensd < (un) is naar boven begrensd en naar onder begrensd
e Hetgetal bR is het supremum van de rij (un) <> b iseen bovengrens van (un)
én Ve e Ry, In, eNj:b—e<u, <b
e Hetgetal bR ishetinfimum van de rij (un) <> b is een ondergrens van (un)

énVeeR,,In, e N, :b<u <b+e¢
0

Het supremum is de kleinste bovengrens en het infimum is de grootste ondergrens van een rij.

Men kan bewijzen dat elke naar boven begrensde rij een supremum bezit en dat elke naar onder
begrensde rij een infimum bezit. Het bewijs van deze stelling valt buiten het bestek van deze cursus.

Z,E,... met u =3+—.

Voorbeeld: We beschouwen de rij (u, ) =4, >3
n

(un) is naar boven begrensd want Vn e N :u, <4. 4 is de kleinste bovengrens van deze rij en dus
het supremum van deze rij. Er bestaat geen kleinere bovengrens want u, = 4, dit is het maximum van
de rij.

1
(un) is ook naar onder begrensd (en dus begrensd) want Vne N, :u, =3+—>3.
n

Dat 3 ook het infimum is van deze rij volgt uit:

VEERE23<3+l<3+8©l<8©n>l.Dusmet n0>lis 3<u, <3+¢.

n n £ £
Omdat u,,, —u, = (3 +Lj —(3 +lj S W <0 is ze strikt dalend.
n+1 n) n+l n n(n+l)

Bewijs: Zij (un) een naar boven begrensde rij, met supremum b . We bewijzendat limu, =b.

Tt n—>+0

Het getal b is een bovengrens voor de rij (un) dusgeldt: < VneN,:u <b
Omdat b het supremum is van de rij geldt: Ve € Ry, In, e N :b—e<u, <b.

Maar de rij is ook stijgend, dus Vne N, :u, <u_,,.
Vatten we deze drie gegevens samen dan krijgen we:
VeeR):In,eN:VneNin>n =b-e<u,<b < b-e<u,<b+e < |u,—bl<e

< limu,=b o

n—>+0



n u

Voorbeeld: Bewijs dat de rij u, = — convergeert. 1 ¢ ° .
n. 1
)
We tonen aan dat de rij dalend is en naar beneden begrensd. Olo ————7 e 1.0";
. 2mtpn 2" =2"(n+1) 2"(1-n)
De rijis dalend omdat Vne N :1u,,, —u, = ——= = <0.
(n+l)! n! (n+1)! (n+1)!

De rij is ook naar onder begrensd want ze is duidelijk overal positief: Vn e N :u, =—>0 O

n!

n—>+00 n—>+00 n—>+0

limv, =a=3n eN:VheN:n>n = vn—a|<€ (dus anders gezegd: —¢ <v, —a<&)en

n—>+w0

lIimV =a=3n,eN:VneN:n>n, = Vn—a|<€(dusandersgezegd: —e<V —a<eg)

n—>+w

) u —a<V —a<e
Neem n0=max(n1,n2),dan|s VneN,:n>n,= =
—e<v, —a<u,—a

un—a|<g O

”~

.o .o n 1 un:'-,.f_
Voorbeeld: Bewijs dat de rij u, = convergeert. A%
1 cosn 1 H— ——t
Omdat Vne N :—1<cosn<lzal VneN;:——< <—. L. )
1 .‘..

Definieer je dus (vn) en (Vn) als v, =—l enV, :l dan zal:
n n

VneN,:v, <u <V ,enisdus limu, =0 want limV, =1limv =0 o

n—>+w0 n—>+w0 n—+0

Voor recursief gedefinieerde rijen (un) die convergeren kan je steunenop lim u, = lim u,,, om de limiet

n—>+w0 n—+0

te berekenen. Let wel op dat dit enkel kan gebruikt worden als die limiet bestaat.

__________ u

n

1
Voorbeeld: De rij met eerste term u, =1 en recursieformule u,,, =—| u, +— | convergeert. Bewijs dat

haar limiet gelijk is aan \/g

De rij convergeert dus we stellen dat lim u, = lim u,,, =k € R. Neem je de limiet in de recursieformule,

dan krijg je:
lirnu,m:l lim u, + .5 :>k:l k+é :>k2=5:>k=\/§v>4:{.
n—-+oo 2 n—+oo hm un 2 k

n—>+w

Opmerking: deze methode om vierkantswortels te benaderen heet de methode van Heroon, genoemd naar
de Griekse wiskundige Hero van Alexandrié, en bestaat al zo’n 2000 jaar.



