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1) De middelwaardestellingen

We kennen volgende definities al even:

Een functie f*is (strikt) stiigend in [a,b] = dom [ < Vx,x, €[a,b]:x, <x,= f(x)<f(x,).

Een functie f*is (strikt) dalend in [a,b] = dom [ < Vx,x, €[a,b]:x, <x,= f(x)> f(x,).

(%) =/ (%)

Een functie f is stijgend in [a,b] cdom f < Vx,x, € [a,b] : / >0, met x, #Xx,.
X, =X,

)= /(%)

Een functie f is dalend in [a,b] cdom f < Vx,x, € [a,b] : f( <0, met x, #Xx,.

Xy =X

)=S0 o SOa+A)-S(8)
xz_x1 AX' Ax—0

f(xl+ﬁ3—f(x1)20:f'(xl)20, O

Volledig analoog kan je uiteraard ook de volgende stelling bewijzen:

1
1 X S

dan geldt: dc e ]a,b[:f'(c) =0. [ a c b

We bewijzen dat de stelling klopt voor alle waarden ¢ € ]a,b[ waar f het supremum M bereikt.

Vxe]c,b[;f(x)g(c)m:»f(x)—f(c)sow@:g}w@
Vxe]a,c[:f(x)ﬁf(c):M:>f(x)—f(c)£0WZO:&?WEO



Deze twee limieten zijn de rechter- en linkerafgeleide in ¢, en moeten dus gelijk zijn (omdat f* afleidbaar is

in ]a,b[. Dus geldt: f'(c) = limM =0.
¥ xX—c

Merk eerst en vooral op dat gevallen @ en ® elkaar niet uitsluiten. Het bewijs van geval ® verloopt volledig
analoog aan geval @ (met voor ¢ de waarde waar f het infimum bereikt). O

Stelling: f is continuin [a,b], afleidbaar in ]a,b[ = dce ]a,b[ : f'(c) = M.

—b)_f(a)(x—a)—f(a).

Bew; X
b—a

De drie voorwaarden zijn voldaan, want: g is netals f continu in [a,b] , g isnetals f ook afleidbaar in

Ja,b[ en g(a)=g(p)=0.

Dus EIce]a,b[:g'(c)zO = f'(c)—%zo = f'(c):LZ:(a). |

Opmerking: functie g is het verschil van f en de rechte door de punten A(a,f(a)) en B(b,f(b))).

Deze stelling is heel eenvoudig meetkundig te interpreteren: Ty
Tussen a en b moet er minstens één ¢ bestaan zodat de raaklijn in punt

C(C,f(C)) aan de grafiek van de functie evenwijdig is aan de koorde [AB].

In het voorbeeld hiernaast zijn er zo twee ¢ -waarden.

2) Het verloop van functies

Stelling: Is f* continu in [a,b] en afleidbaar in ]a,b[, met Vx € ]a,b[:f'(x) >0, dan stijgt f in [a,b].

f(x)-f(x)

= ! O
% —x f(c)> i

De middelwaardestelling van Lagrange zegt dan dat: dc € ]xl,xZ[ :



“=":Neem Xx,,X, € [a,b] , met x, <Xx,,danis f continuin [xl,xZ] en afleidbaar in ]xl,xZ[.

f(x)=f (%)

Xy =X

Lagrange zegt dan dat: Elce]xl,xZ[: :f'(c):0<:>f(x2)—f(xl)=0, en dus geldt

inderdaad dat f'(x,)= f(x,), of anders gezegd dat /" dus constant is in [a,b]. a]

We herhalen eerst de definities van extrema van een functie (we kunnen nu gebruik maken van
basisomgevingen).
De functie f bereikt een relatief minimumin ¢ | De functie f bereikt een relatief maximumin ¢
< 3B cdom [:¥xeB \{c}: f(x)> f(c). | < 3B cdom f:VxeB \{c}:f(x)<f(c).
De functie f bereikt een globaal minimumin ¢ De functie f bereikt een globaal maximumin ¢

@Vxedomf:f(x)Zf(c). @Vxedomf:f(x)ﬁf(c).

minimum in b, een relatief maximum in ¢ en een globaal minimumin d .

~

glob max y

rel max

rel min

glob min

VxeBc\{c}:x<c:>M<0:>Iim

x—c e xX—cC = £'(c)=0
VxeBc\{c}:x>c:>Lf(c)>0:>Iim (x _f(c)>0

x—c e x—c

De twee limieten zijn niets anders dan de linker- en rechterafgeleide in ¢, maar omdat f afleidbaarisin ¢

moeten deze gelijk zijn en dat kan enkel als de afgeleide nul is. O



Deze stelling noemen we een nodige voorwaarde waarbij f een extremum 21y

. . 1
bereikt, maar het is geen voldoende voorwaarde. /
0 X
=

Zo geldt bijvoorbeeld bij f(x) =x3/8 dat f'(O) =0 terwijl die functiein 0 geen / ¢

-1

extremum bereikt. 2

De voldoende voorwaarde waarbij een relatief extremum bereikt wordt gegeven door volgende stellingen.

x<c=> f'(x) <0
VxeB, : , dan bereikt f een relatief minimumin c.
x>c= f'(x) >0

De middelwaardestelling van Lagrange zegt dandat: 3C € ]xl,c[ :M = f'(C) <0, maar omdat
c—x,

c—x, >0, moet dus f(c)—f(xl) <0, waaruit volgt dat f(xl) >f(c) .
Analoog bewijs je dat ook f(x,)> f'(c) als x, € B, met x, >c.
In B, geldtdus Vxe B \{c}: f(x)> f(c), wat we moesten bewijzen. o

xX<c=> f'(x) >0
VxeB, : , dan bereikt f een relatief maximumin c.
x>c= f'(x) <0

Merk op dat f'(c) dus niet noodzakelijk nul moet zijn bij een extremum. Het is alleen noodzakelijk dat f
continu is in ¢ en dat er zich een tekenwissel voordoet bij de afgeleide f' in c. Dit kan bijvoorbeeld het

geval zijn bij knikpunten en is altijd het geval bij keerpunten.

In het geval dat de functie tweemaal afleidbaar is in een extremum, dan kan ook de methode van Leibniz

soelaas bieden:

f'(c) =0 zaldus f' ook een tekenwissel hebbenin ¢, zodat zowel de nodige als de voldoende voorwaarde

voor een relatief minimum voldaan zijn. O



Toepassing: extremumproblemen

Bij heel wat realistische problemen uit de exacte wetenschappen en economische wetenschappen wordt er
gevraagd om iets te maximaliseren (inhoud, temperatuur, winst, ...). Gaat het hierbij om afleidbare functies
dan kunnen we de vorige stellingen gebruiken. We illustreren dit met enkele voorbeelden:

Voorbeeld 1: Hoeveel bedraagt de kortste afstand van het punt P(1,2) 2y e
1,
tot de parabool p <>y :Zx . 1
Neem een variabel punt Q(Zx, xz) € p , dan geldt voor de afstand d : =0 X
0 1 2 3

d’ :f(x):(2x—1)2 +(x2 —2)2 =x"—4x+5.

De afgeleide van deze functie is f'(x) =4x’ —4, met als enige nulwaarde x =1.

. —®© Il +%  De afstand d is dus minimaal in het punt (2,1) en hij
f'(x) ) 0 * bedraagt dan d =2 (want d* =2).
f(x) \ MIN 4 (Je kan ook de afstand d =+/x* —4x+5 ipv d” als
@ formule gebruiken, maar die afleiden is iets lastiger. )

dm breed te plooien in vier gelijke stukken zoals op de figuur hiernaast. De goot is
vanboven open en heeft twee evenwijdige wanden. Hoe groot moet de hellingshoek
a genomen worden opdat de inhoud van de goot maximaal zou zijn.

Met de conventies op de figuur geldt dat x° + y2 =l=>y=+l- x.

2
De dwarsoppervlakte van de goot wordt dan gegeven door S =2x +Txy =2x+xVl-x* = f(x) .

Sx 2= H1-xt - 21— 4124

Wi-y VX Ji-e®

[1(x)=0221-27 +1-22* = 0= 4(1-2*) = (22° - 1) & dx* ~3=0 :>x=£

Afleiden geeft: f'(x) =2+1-x" +x-

Het tekenverloop in het praktische domein x ]O,l[ wordt dan gegeven door:

X 0 af /4 1 De oppervlakte bereikt dus haar maximum als
| |

x=43/4.
/(%)

Dan geldt: cosa = #/3/4 = o ~21°28'15"
S /7 MAX \




De eerste afgeleide wordt gebruikt om te bepalen waar een functie stijgend of dalend is. De tweede afgeleide
verstrekt ons informatie in verband met de convexiteit of de kromming van een functie.

Als voor een (tweemaal) afleidbare functie f in een interval [a,b] geldt dat f"(x) >0, dan noemen we
de grafiek van de functie hol (of concaaf) in dat interval. Is f"(x) <0 dan noemen we de functie bol (of
convex) in dat interval.

Uit het vorige hoofdstukje volgt dat een functie hol is in een interval als de eerste afgeleide er stijgend is, en
bol als de eerste afgeleide er dalend is.

Een punt waar de kromming van de grafiek van een functie verandert, noemen we een buigpunt van een
functie. Is de functie tweemaal afleidbaar in een buigpunt dan zal de tweede afgeleide in dat punt een
tekenwissel ondergaan.

De afgeleiden zijn f'(x) =3x"—12x+9 (met nulwaarden 1 en 3)

en f"(x) =6x—12 (met nulwaarde 2).
Als x <2 is de functie dus bol (blauw getekend), als x>2 is de
functie hol (groen getekend). Het punt B(2,2) is een buigpunt.

We kunnen de tekenverlopen van de eerste en tweede afgeleide
samenbrengen in wat we noemen een samenvattende tabel. Daaruit

kunnen we dan heel eenvoudig het verloop van de functie aflezen.

X —0 lI 2I 3.) +00
f'(x) + 0 - - - 0 +
f"(x) - - - 0 + + +

MIN

MAX BP
f(x) 7w N @ N\

De buigraaklijn is de raaklijn in het buigpunt. Hier geldt f'(2) =-3,dusis t, <> y=—-3x+38.

Voorbeeld: we bespreken het volledige verloop van de functie f(x) = 32)62_—)6_4
x"+8x+32
1) Domein: dom f =R (want de noemer heeft geen nulpunten)
2) Continuiteit: f is overal continu
3) Snijpunten met de assen en tekenverloop: f* snijdt de y-asin A(O,——j (want f(0)=—=)

x ‘—oo -1 43 1w




2 _ _ 2
G)Egr_s_tg_gfgg!gi_d_g:f'(x)=(x +8x+32)(6x-1) (2x+28)(3x x 4)=25. 48 2
(x” +8x+32) (x” +8x+32)

f'(x)=0©x2+8x=0<:)x:0 v x=-8

. - _:8 (.) B Voor het maximum geldt: f(—8) = 2
f'(x) + 0 - 0 + 8
- _ 1
f(x) A MAX ~ MIN @~ Voor het minimum geldt: f(O)——g
(20+8)(x¢ +8x+32)" (2 +8x) 2 (FFx432) (2+8)
7) Tweede afgeleide: f"(x)=25- -
(x2 +8x+32)

(x+4)(—x* -8x+32)

=50- S
(x2 +8x+32)

['(x)=0x+4=0 v —x*-8x+32=0x=-4 v x=-4-4/3 v x=—4+43

x 0 —4—43 —4 443 4o
f'(x) | o+ 0 - 0 4 0
f(x) | o BP A BP U BP A
Voor de buigpunten geldt: f(—4—4\/§) = 3+2?—\6/§, f(—4) =3 en f(—4+4\/§) = 3—2?—\6/5
8) Samenvattende tabel:
x R Y N ) -8 4 0 —4+3 4w
f'(x) |+ + + O - - O + + +
f"(x) + 0 - - - 0 + + + 0
BP MAX Bp MIN BP
SO 7 pmsy 7y N Ny S sy T

9) Beeld: bld f =[——,%} (dit volgt onmiddellijk uit de tabel)

14 13 12 1 10 9 8 7 -6 -5 4 3 2 =1 0 1 2 3 4 5 6 & 8



f snijdtde x -asin B(—I,O) en C(2,0) (f(x)=0<:>x3—3x—2=0x=—1vx:2)

X ‘—oo -1 2 4w

f(x)‘--(;—0+

Lx)_ lim@_ lim /{mzl

m= lim = =
A

x—>too X x—>too X X—>to0

2

(\/3 X —3x—2) +x-Rx=3x-2+x°
2

(\3/x3 —3x—2) +x-4x=3x=2+x?

= lim —3x=2 =0 (Wantgr(T)=lengr(N)=2)

xX—>Fo0 2
(3 X —3x—2) +x-3x =3x=2+x*

x—>too

g = lim (i/x3 “3x-2 —x)-

2 2
— -1
6) Eerste afgeleide: f'(x) _ 3x° -3 _ ¥

"""""""""""" 3(m) (v -3x-2)"

f'(x) =0= N v x=1 (x=-1 moeten we schrappen want dan is ook de noemer nul)

X —0 _.1 } % +00 Voor het maximum geldt: f(—1)=0
f'(x) + | - 0 + | + Voor het minimum geldt: f(l) = —%/Z
f(x) | 2 MAX N~ MmN~ A/

li "(x)=
| o (=D (x+l) (x41) oA (x)=e
lim f'(x)= lim —————>=1lim T 75 = lim 7 T '
x—>-1 X_H(x3—3x—2) x—H(x_l) (x_z) x—H(x_l) (x_z) \'}Lr{llf (x):—oo
. . *-1 . x+1)
lim £ '(x)=1 al =1 =
rlirzlf (x) m (x3 _3x_2)2/3 m (x_1)1/3 (x_2)2/3 +00

In (—1,0) heeft de grafiek van f dus een keerpunt, en in (2,0) is er een verticale raaklijn.



2x(x* =3x-2)" ~(¥* —1)~§(x3 ~3x-2) (357 -3)

f" x —
( ) (x3_3x_2)4/3
x(x3—3x—2)—(x2—1)2 —x*=2x-1 (x+1)2
=2 B 53 =2 3 5/32_2'ﬁ
(x —3x—2) (x —3x—2) (x —3x—2)
f"(x) =0=x+1=0< M (x =—1 moeten we schrappen want dan is ook de noemer nul)
X —00 —"1 2| +00 Voor het buigpunt geldt: f(Z) =0
fr(x) |+ | o
f(x) | U MAX U BP A
8) Samenvyattende tabel:
X —0 -1 1 2 400
f'(x) + | 0 + | +
f"(x) + | + + + |
MAX MIN BP
X 7 N\ 7 /7
/() (0) () (0)




