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1) Definities in verband met functies

Een relatie is een verzameling koppels (x,y), waarbij alle x -waarden samen een verzameling vormen die

we het definitiegebied of domein noemen, en alle y-waarden een verzameling vormen die we de
waardenverzameling of beeld noemen. Als het verband tussen x -waarden en y -waarden in een wiskundige

formule kan worden gegoten, dan noemen we die het relatievoorschrift.

Voorbeeld 1:

Beschouw de relatie R, = {(x,y) | xeZ,yeZ,x’+y" = 25} .

Hier is het voorschrift dus x* + y2 =25. Deze relatie bestaat uit 12 koppels gehele getallen:

R = {(0,5),(0,—5),(5,0),(—5,0),(3,4),(3,—4),(—3,4),(—3,—4),(4,3),(4,—3),(—4,3),(—4,—3)}.
Het domein en het beeld zijn de verzamelingen dom R, =bld R, = {—5,—4,—3,0,3,4,5} .

Als elke x -waarde uit het domein hoogstens één keer voorkomt dan noemen we die relatie een functie.
Voorbeeld R, is dus geen functie, maar voorbeeld R, wel:

Voorbeeld 2:

Beschouw de relatie R, = {(x,y) | xeN,y= 2x+l} (y zit dus automatisch ook in N ).

Hier is het voorschrift y =2x +1. Deze relatie bestaat uit oneindig veel koppels natuurlijke getallen:

R, ={(0,1),(1,3).(2,5),(3.7),.}

Het domeinis dom R, =N en het beeld is de verzameling der oneven natuurlijke getallen.

Wij zullen in deze cursus enkel reéle functies beschouwen. Dit zijn functies waarbij zowel het domein als het
beeld deelverzamelingen zijn van R .

De meeste functies kunnen eenvoudig worden voorgesteld door een functievoorschrift. We definiéren een

reéle functie dan ook in symbolenals: f:R > R:x —> f(x) . We zullen in deze cursus ook vaak een functie

vereenzelvigen met zijn functievoorschrift.

Voorbeelden:

. f(x) =3x> —x+7 is een veeltermfunctie van de tweede graad.

t
. g(t) = o1 is een rationale functie, meer specifiek zelfs een homografische functie.
t+

o p(z) =27 is een exponentiéle functie.

In verband met functies zijn volgende begrippen heel belangrijk:

o Definitie: De functiewaarde van een reéel getal a bij een functie f is het reéel getal dat je bekomt

door de veranderlijke in het functievoorschrift te veranderen in a . We noteren dit als f(a) .

2 2
Voorbeeld: Als f'(x)= 23 danis f(6)=66+3 _
X




een functiewaarde kan berekenen. We noteren deze verzameling met dom f .

In symbolen: domfz{aeR I EibeR:f(a)zb}.

functiewaarde zijn. We noteren deze verzameling met bld f .

In symbolen: bldfz{beR I HaeR:f(a)zb}.

Dan zijn er nog enkele begrippen die belangrijk zijn in verband met functies, die je zeker moeten kunnen
aflezen aan de hand van de grafiek van een functie:

Het tekenverloop van een functie is een duidelijke tabel waarin je aangeeft wat het teken is van de
functiewaarden voor alle waarden uit het domein.

Het verloop (stijgen en dalen) van een functie is een duidelijke tabel waarin je aangeeft in welke
intervallen de functie stijgt, daalt of constant blijft.

b 6

We berekenen de top: a=—2—=——=3 en ,Bzf(oz)=6.3—4—32 =5 T(3,5),
a

ende nulpunten: —x> +6x—-4=0= x

-2

X, =3-4/5

A=20 _—6i\/%_—6i2\/§_3$\/g /
) -

2 N
x2=3+x/g

J1(3,5)

X ‘—oo 3—@ 3+\/§ +00

6x —4—x - 0 + 0 -

Het hoofddoel van de cursus wiskunde in de vijfdes zal onder meer zijn deze bespreking voor alle elementaire
functies algebraisch te kunnen doen.



e Defunctie f bereikt een relatief minimumin c

< Ja,bedom f (met cela,b]): Vxe[a,b]\{c}: f(x)> f(c).
e Defunctie f bereikt een relatief maximumin c

< Ja,bedom f (met cela,b]): Vxe[a,b]\{c}: f(x)< f(c).
e Defunctie f bereikt een globaal minimum in ¢

o Vxedom [ f(x)2 f(c).
e Defunctie f bereikt een globaal maximum in ¢

o Vxedom [ f(x)< f(c).

Voorbeeld:

Hiernaast staat de grafiek getekend .
van een vierdegraadsveelterm. \

1
De functie bereikt een: > ~ K
o ¥
e |okaal minimum voor x =-2, \\¢/
-1

e |okaal maximum voor x =1,

-2

e globaal minimum voor x=5.

-3

Het differentiequotiént van een functie in een interval geeft de gemiddelde verandering weer van die functie
in dat interval. In wiskundige formule wordt dit:

Definitie:

A
Het differentiequotiént van de functie y = f(x) in het interval [a,b] is (—yJ =
[a.0]

/()= (a)
b—a

Grafisch gezien is het de richtingscoéfficiént van de rechte die de punten A(a,f(a)) en B(b,f(b))

verbindt. Het kan dus geinterpreteerd worden als de gemiddelde helling in dat interval.

_4x-2
x+1

, bereken dan het differentiequotiént voor het interval [2,5] .

Hiernaast op de figuur zie je dat dit de
richtingscoéfficiént is van de rechte AB . B




grafiek van f is dan symmetrisch t.o.v. de oorsprong.

xAlx*+3

Voorbeeld: De functie f:x —>—

_________ > is een oneven functie,

x +1
want: f(—x) = —x.(_“ (x_));zr:?) = _x.x;c141r3 =—f(x).

Je ziet de symmetrie duidelijk op de grafiek van de functie rechts.
Symmetrieassen

de grafiek van de functie f als en slechts als geldt:

VxeR:a—xedomf:f(a—x)zf(a+x).

Voorbeeld: De functie f(x)zm—l vertoont 4,y
symmetrie t.0.v. de rechte s <> x =3, want: )
5 5
3-x)= -1= —-1,en
7(3-) (3-x) -6(3-x)+10  xX*+1 21
5 5
3+x)= -1= -1, Y
f(3+x) (3+x)" —6(3+x)+10 x*+1
0
dusf(3—x)=f(3+x). Bl
Symmetriepunten

VxeR:p—-xedom f :f(p—x);rf(erx):q

2
—3x+3
Voorbeeld: De functie f(x) _X ToXTS

x—
punt S(2,l), want:

vertoont symmetrie t.o.v. het

f(2—x)+f(2+x) = (2—x)—2 (2+x)—2

_xz—x+l+x2+x+l _2x

—X X X

f(2—x)+f(2+x)
2

dus =1.

_(2-x) -3(2-x) 43 (24x) -3(2+2)+3

=2 (metx;tO),




2) Grafisch onderzoek

Het doel van deze cursussen in verband met analyse is om zoveel mogelijk berekeningen in verband met

functies

(en hun bijhorende grafieken) zonder rekenmachine uit te voeren. Op dit moment is het echter ook

nog belangrijk dat je je rekenmachine efficiént leert gebruiken om problemen op te lossen.

De functie invoeren

NORMAL FLOAT AUTD REAL RADIAN MP n

Om de functie in te voeren druk je op de toets waarna het Plot’-menu B e
verschijnt. Voer hierna de functie in. Let hierbij op de juiste notatie (een veel mwviB(x-3)%/(]x%+1)-8
gemaakte fout is bijvoorbeeld haakjes vergeten plaatsen rond teller, noemer, EEEEE

exponent, ...). ENG

ENY?=

Als je een functievoorschrift wil laten staan maar toch niet tekenen kan je op het giy.-

gelijkhe

idsteken gaan staan en op [ENTER] drukken.

Het gewenste venster kiezen

- |
Om het venster (assenstelsel) in te voeren druk je op de knop [WINDOW] en dan

WINDOW
verschijnt het ‘WINDOW’-menu. Enkel de bovenste zes instellingen zijn Xnin="10
belangrijk. Van de andere blijf je best af. Yenetia
. . . T . Y| =10
Xmin = Hier vul je de kleinste x-codrdinaat in. Yeci=1
. . g . Xres=1
Xmax = Hier vul je de grootste x-codrdinaat in. aX=0.075757575757576
. . o . TraceSter=@, 151515151515..
Xsel = Hier vul je de ijk op de x-as in.
Ymin = Hier vul je de kleinste y-coordinaat in.
Ymax =  Hier vul je de grootste y-coordinaat in.
Yool = Hier vul je de ijk op de y-as in.

Belangrijke punten van functies (en grafieken) benaderd berekenen

Dit gebeurt met behulp van het menu calculate, op te roepen door TRACE] of dus [CALC] in te toetsen. Dit
menu heeft verscheidene opties:

1:value Berekent een functiewaarde (y) voor een opgegeven x-waarde.
2:zero Zoekt een snijpunt met de x-as van een functie. TE

3:minimum Berekent een minimum van een functie. 3525?;3;

4:maximum  Berekent een maximum van een functie. 2iintersect

S:intersect  Zoekt een snijpunt van twee functies. 7HIFOdx

6:dy/dx Berekent een numerieke afgeleide van een functie.

7:Sf(x)dx Berekent een numerieke integraal van een functie.

Het berekenen van nulpunten (2) en extrema (3,4) verloopt volledig analoog: CAL HENT | e e ]

Y1=(K-3)2/(T (Xz+1))-8

Kies in het menu calculate welk soort punt u wilt berekenen en druk op

ENTER].

Links onderaan uw scherm verschijnt ‘Left bound?’. Gebruik de toetsen i\/

(dJ en[»] om u links van het gezochte punt te plaatsen en druk op [ENTER]. Hinimum

X=2.9999999 ¥="8

Links onderaan uw scherm verschijnt ‘Right bound?’. Gebruik de toetsen [«] en [*] om u rechts van

het gezochte punt te plaatsen en druk op [ENTER].

Links onderaan uw scherm verschijnt ‘Guess’. Gebruik de toetsen [«] en[*] om u zo dicht mogelijk bij

het gezochte punt te plaatsen (alleszins tussen de twee grenzen) en druk op [ENTER].

De oplossing verschijnt dan op uw scherm (zowel de x-waarde als de y-waarde).



Snijpunten berekenen van twee grafieken

Om de snijpunten van twee grafieken te vinden moet je natuurlijk eerst de twee RGN ||

Plotl Plot2 Plot3

functies invoeren. Dan kan je de volgende stappen volgen: i E )T
e Open het menu caleulate. T ———
ENY3=
e Kies optie 5:intersect en druk op [ENTER]. N

. .. . . \Ye=
e Links onderaan op uw scherm verschijnt ‘First curve? Kies met de toetsen gxys-

[«] en[+] de eerste grafiek en druk op [ENTER].

. .o . NORMAL FLOAT AUTO REAL RADIAN HP
e Links onderaan op uw scherm verschijnt ‘Second curve?’ Kies met de EERLEES i

Vassintk>
toetsen [4] en [+] de tweede grafiek en druk op [ENTER].

e Links onderaan uw scherm verschijnt ‘Guess’. Gebruik de toetsen [¢] en
[»] om u zo dicht mogelijk bij het gezochte snijpunt te plaatsen en druk
op [ENTER]. RIS veoaaus7on

e De oplossing verschijnt dan op uw scherm (zowel de x-waarde als de y-waarde).

Numeriek een afgeleide en een integraal berekenen van een functie

Met opties 6 en 7 uit het menu calculate kan je numeriek afgeleiden en integralen berekenen van functies.
Afgeleiden zien we pas op het einde van het vijfde, en intergralen pas op het einde van het zesde middelbaar.
Wordt dus zeker vervolgd!

(Voor de nieuwsgierige lezers:

Met een afgeleide berekenen je de richtingscoéfficiént van de raaklijn in een punt van een grafiek. Het bepaalt
dus hoe steil de grafiek is in dat punt.

Met een integraal bereken je de georiénteerde opperviakte begrepen tussen de x -as en de grafiek van een
functie in een gegeven interval)

Tijdens de lessen zullen heel veel oefeningen grafisch ondersteund worden met behulp van GeoGebra. Dit
programma is gratis te downloaden op je laptop maar ook op je smartphone. Op toetsen en examens zullen
we dit niet gebruiken, maar je kan het zeker thuis gebruiken om je te ondersteunen bij het studeren!



1.2. Veeltermfuncties

n 2k-1
:‘;f _ 1 k—lX—
| [ ful) ; =) (2k—1)!

Veeltermen zijn belangrijk in de wiskunde om verschillende redenen:

Uitdrukken van wiskundige relaties: Veeltermen stellen wiskundige relaties tussen variabelen voor. Ze worden
gebruikt om complexe wiskundige concepten en relaties op een eenvoudige en gestructureerde manier uit te
drukken. Veeltermen kunnen worden gebruikt om allerlei problemen te modelleren, zoals fysieke fenomenen,
economische modellen, statistische gegevens, enzovoort.

Analytische meetkunde: Veeltermen worden vaak gebruikt in analytische meetkunde om geometrische vormen
te beschrijven. Bijvoorbeeld, een tweedegraadsveelterm in twee variabelen kan een kegelsnede zoals een ellips,
hyperbool of parabool representeren. Veeltermen stellen wiskundigen in staat om meetkundige eigenschappen
van figuren te bestuderen en problemen op te lossen met behulp van algebraische technieken.

Calculus: Veeltermen zijn essentieel in de differentiaal- en integraalrekening. Veeltermfuncties kunnen worden
gedifferentieerd en geintegreerd om belangrijke informatie te verkrijgen over de functies die ze representeren.
Veelterminterpolatie speelt ook een belangrijke rol in de numerieke analyse, waarbij veeltermen worden
gebruikt om benaderingen van functies te construeren.

Algebraische rekenvaardigheden: Veeltermen zijn de basiscomponenten van de algebraische
rekenvaardigheden. Ze worden gebruikt voor het uitvoeren van bewerkingen zoals optellen, aftrekken,
vermenigvuldigen en delen van veeltermen. Deze bewerkingen zijn essentieel in verschillende takken van de
wiskunde, zoals lineaire algebra, getaltheorie en abstracte algebra.

Kortom, veeltermen spelen een belangrijke rol in verschillende wiskundige disciplines en hebben brede toepassingen in

de wetenschap en technologie. Ze bieden een krachtig raamwerk voor het modelleren, analyseren en oplossen van

diverse wiskundige problemen.



1) Definities en notatie

-1 2
f(x)=ax"+a,_x""+. . +ax’+ax+a, meta, eR; a, ,....a,,a,a,€R .

n—

De reéle getallen a,,a ., a,,a,,a, noemen we de coéfficiénten van die veelterm.

n—19°"

Bijvoorbeeld: A(x) =4x* —x+1, of B(t) =3¢’ —5¢* +1. De graad van een veelterm noteren we dan als

volgt: gr(A(x)) =2 en gr(B(x)) = 3. De verzameling veeltermen noteren we met de

en de variabele tussen rechte haakjes: in ons geval dus meestal R[x] .

2) Bewerkingen met veeltermen

Optellen, aftrekken en vermenigvuldigen van veeltermen doe je door te steunen op de gekende regels van
de commutativiteit, associativiteit en distributiviteit.

Je schrijft eerst beide veeltermen in hun standaardvorm, door gewoon alles eerst te vereenvoudigen en

dan termen samen te nemen: gxz + (b —a)x—_b = §x2—_cx +4.

a=3 a=3
Dan moeten alle coéfficiénten gelijk zijn: <b—a=—c<=>b=—4.
-b=4 c=17

De getalwaarde van een veelterm P(x) voor een getal ¥ € R is de waarde die je bekomt door x te

vervangen door 7 in de veelterm, en noteren we met P(r) .

Er bestaat een eenvoudig algoritme om dit te berekenen, waarbij je geen machten hoeft uit te rekenen, en
dat ons ook zal toelaten eenvoudige veeltermdelingen uit te voeren. Het werkt als volgt:

@ @ ©) @

4 1 1 4 -1 1
‘ -12 5 3 12 39
| | 4 | 4 | 4 -13] 40




@ Schrijf de coefficiéntenrij van de veelterm in dit schema (vergeet de nultermen niet), alsook het getal
waarvan je de functiewaarde wil gaan berekenen.

@ Laat de eerste term van de coéfficiéntenrij gewoon vallen tot onder de lijn.

® Vermenigvuldig de term onderaan (4) met het getal links (-3) en vul de uitkomst (-12) rechtsboven in.
@ Tel de twee getallen die boven elkaar staan (-1 en -12) op en schrijf het resultaat (-13) onder de lijn.
Herhaal de stappen ® en @ tot je niet meer verder kan. Rechtsonder staat dan de functiewaarde (40).

We noemen deze werkwijze het algoritme van Horner. Zorg dat je dit goed en vlot kan uitvoeren, want het
is een zeer belangrijk en veel toegepast algoritme.

We berekenen de functiewaarde A(r) met het algoritme van Horner:

a, a,, a, a, 4 a,

r r-b, r-b, r-b, r-b, r-b
a, r-b +a,, r-b  +a, , - r-b, +a, r-b,+a, H r-b+a,
I I I I I I
b, b, b, b, b by

Dan is het getal b, dat we rechtsonder bekomen de functiewaarde A(r) .

A(r) =a,+ar+ar’+..+a, " +a, 1" +ar"
_ n-3 n-2 n—1
=a, Jrr-(a1 +a,r+..+a " +a, " +ar )
_ n—4 n-3 n—2
=a,+r-\a+r-(a,+..+a, ,r" " +a, " +ar
:ao+r-(a1+r-(a2+...+r-(an,1+r-an)...))
=a, Jrr-(alJrr-(a2 +..+r-(a,, +r-bn)...))

:ao+r-(a1+r-(a2+...+r-bn71)...)
;a0+r-(a1+r-b2)=a0+r-bl =b, O

Gevolg: A(x) :(x—r)(bl +b,x +bx’ +...+bnxn71)+b0

=dy =q =ay =d, =n

Definitie: We noemen (x) en R(x) respectievelijk het quotiént en de rest bij Euclidische deling van het

deeltal A(x) door de deler D(x) als en slechts als geldt:

A(x) =D(x).Q(x)+R(x), met gr(R(x)) < gr(D(x)) of R(x) =0.



Het algoritme van de Euclidische deling

We illustreren het algoritme om het quotiént en de rest te zoeken met behulp van een voorbeeld:

Het algoritme begin je als volgt : je schrijft deeltal en deler naast elkaar in volgend schema:
6 -17%  +20@2  -15x  +1 \ 22 X +3

Stap @) Dan deel je de hoogstegraadsterm van het deeltal door de hoogstegraadsterm van de deler, en het
resultaat schrijf je onder de deler (hier zal uiteindelijk het quotiént komen te staan):

6xt  -17%  +20¢  -15x  +1 \2;@ X  +3
| 3¢

Stap @) De tweede stap is deze nieuwe term van het quotiént vermenigvuldigen met de deler, en het
resultaat onder het deeltal schrijven (schrijf dezelfde graden altijd netjes onder elkaar):

6t -17%  +20¢  -15x  +1 \2;@ X  +3
o 3¢+ | 3¢

Stap @) De derde stap bestaat er in de twee veeltermen die nu links staan van elkaar af te trekken:

6 -17%  +20@2  -15x  +1 \2;@ X  +3
6¢ 3¢ +9¢ | 3¢
1480 ¢ -15x +1

Dan herhaal je ®,@ en ®, maar nu met de bekomen veelterm uit de vorige drie stappen die links staat, in
plaats van het deeltal (hoogstegraadstermen delen, vermenigvuldigen met deler, aftrekken):

6t -17%  +20¢  -15x  +1 \2;@ X  +3
o' -3¢ 9 | 3¢ &
140 I -15x +]
-14x2 +7x? -21x
4x? +6x +1

Deze stappen herhaal je telkens tot de veelterm die je links bekomt (de rest) van graad kleiner is dan de deler.
Hier moeten we dus nog één keer de drie stappen herhalen.

6t -17% 420 -15x  +1 \2;@ X +3
6! -3x° +9x? R
-14x° +11x° -15x +1
-14x2 +7x2 -21x
ax? +6x +1
42 -2X +6
X -5

Nu kunnen we niet meer verder delen (gr(R(x)) < gr(D(x)) ). Voor het quotiént en de rest vinden we
-5

dus als uitkomst: Q(x) =3x"-7x+2en R(x) =8x-5.

Dit algoritme zullen we vaak nodig hebben bij het onderzoeken van rationale functies.

Tip: Schrijf deeltal en deler altijd volledig. Met andere woorden schrijf ook alle nultermen op. Op die manier
kan je links altijd netjes termen van dezelfde graad onder elkaar schrijven.



We noemen een veelterm A(x) deelbaar door D(x) als en slechts als de rest bij deling van A(x) door

D(x) gelijk is aan nul. We noteren dit met D(x) | A(x) (|:is een deler van).

De methode van de onbepaalde coéfficiénten

Een alternatieve methode om een Euclidische deling uit te voeren bestaat erin te werken met nader te
bepalen coéfficiénten en te steunen op de definitie van de Euclidische deling.

de parameters a enb, én het quotiént.
Aangezien gr(A(x)) =3 en gr(D(x)) =2 moet gr(Q(x)) =3-2=1. Stel Q(x) =cx+d:

A(x) D(x) o(+) R(x)

—— /Y
12x° + ax* +bx -5 =(3x2 —x+5)(cx+d)+(3x+5)

=3cx’ —ex? +5ex +3dx* —dx+5d +3x+5
=3’ +(—c+3d)x2 +(50—d+3)x+5d+5

12=3c c=4
a=—-c+3d a=-10
= =
b=5¢c-d+3 b=25
—-5=5d+5 d=-2

Dusa=-10, b=25 en Q(x):4x—2.

Bewijs: Het algoritme van Horner leerde ons:A(x) =(x—r)(b1 erz)chb3)C2 +...+bnx”’1)+ b, . Hieruit
\_ﬂ/__J \q’_J
=D(x) -0(x) =R(x)

volgt onmiddellijk dat A(r) =b, = R(x). m|

Deze stelling heeft als onmiddellijk gevolg dat (x—r) | P(x) = P(r) = (. Dit laat ons toe veeltermen te

ontbinden in factoren, met behulp van het algoritme van Horner.

Het gevolg van de reststelling zegt in woorden dat we een factor (x—r) kunnen afzonderen bij een

veeltermfunctie als en slechts als 7 een nulpunt is van die veeltermfunctie.

Het algoritme van Horner dat we zagen is heel eenvoudig om veeltermen te ontbinden in factoren.



Voorbeeld: Ontbind de veelterm 6x* +13x° —22x? +13x — 28 in factoren.

6 13 -22 13 -28 Het eerste algoritme van Horner (boven) geeft:
- - - 7
772 228 228 6yt 4 13x° - 2267 +13x - 28= (x+§j(6x3 —8x” + 6x-8)

Onmiddellijk nog eens Horner toepassen geeft:

6x" —8x” +6x -8 =(x—ij(6x2 +6)
3

Dus: 6x* +13x" —22x” +13x - 28 = (x+zj(x—ﬂj(6x2 +6)=(2x+7)(3x—4)(x* +1).
2 3) 2
=6(x2+1)
We kunnen hier sowieso niet verder ontbinden in factoren omdat x” +1 geen (reéle) nulpunten heeft.

De hamvraag hier is natuurlijk hoe je weet wat de nulpunten zijn. Daartoe bekijken we de ontbinding eens
van de andere kant.

stel dat # =2 een nulpunt is van de veelterm A(x)=a,x"+a, x"" +..+a,x’ +ax+a,eZ[x],
q

Dan geldt A(x)=a,x"+a, x"" +..+a,x’ +ax+a,=(gx—p)-0(x), met O(x)eZ[x].

Hieruit volgt dat de noemers ¢ van de rationale nulpunten van A(x) delers moeten zijn van de
hoogstegraadscoéfficiént a, en dat de tellers p van de rationale nulpunten van A(x) delers moeten zijn

van de constante q,,.

Op toetsen en examens waar je je rekenmachine niet mag gebruiken probeer je uiteraard altijd eerst de

gehele nulpunten (de delers van de constante q,).

Old school ontbinden in factoren

Vergeet echter niet de nog eerder geziene methoden om te ontbinden in factoren, die zijn vaak eenvoudiger!

Methode Voorbeeld

e Factor afzonderen: Tx—21x" = 7x(1—3x2)
e Merkwaardige producten:

* A*—B’=(A-B)(A4+B) 49—x* =(7-x)(7+x)
*x A*+24B+B*=(A4%BY 4p* —20pq +25¢> =(2p-5¢)°

* A£+B =(A4+B)(AFAB+B) 27-x =(3-x)(9+3x+x)

e Discriminantmethode: 3x2—5x—2:0A<::)49x:2 \ x=—l
* ax’ +bx+c:a(x—xl)(x—x2) = 3x° —5x—2=3(x—2)(x+%j=(x—2)(3x+1)
e Gericht samennemen van termen: 3¢ —2x2 +6x—4 = x> (3x—2) + 2(3x—2)
2

=(x*+2)(3x-2)



3) Kenmerken van een veeltermfunctie

Het beeld van een veeltermfunctie is minder vanzelfsprekend. Voor veeltermfuncties van oneven graad is

ook het beeld altijd R, maar voor veeltermfuncties van even graad is het beeld altijd van de vorm [a,+oo[

of ]—oo,a] , met a € R. (Denk bvb. eens aan eerste- en tweedegraadsfuncties).

De verklaring hiervoor ligt bij het gedrag op oneindig van veeltermfuncties. Het is eenvoudig in te zien dat
vooral de hoogstegraadsterm een rol speelt als je naar de functiewaarden gaat kijken van zeer grote of zeer
kleine getallen (x — +o of x = —0).

f(+oo) of f(—oo) schrijven, maar we moeten dit noteren met behulp van limieten lim f(x) en

X—>+00

lim f(x) . Als er geen verwarring kan ontstaan noteren we deze waarden soms samen als lim f(x) .

X—>—00 x—>too

Voorbeeld:
lim (4x* +19x" —22x* —64x—212) = lim (4x*) = +e0 V- v
X—>+00 X—>+00 \
lim (4x* +19x" —22x* —64x—212) = lim (4x*) = +e0 L
X—>—00 X—>—0 \
Op de grafiek rechts is deze tussenstap intuitief gerechtvaardigd. “ 1000
De echte bewijsvoering hiervoor zullen we later zien in de cursus ‘\
differentiaalrekening. y=71@ \ 500
Het minimum dat bereikt wordt leren we ook later algebraisch N -
berekenen. s 1:4 2 0 \/
Nu vinden we met onze GRM dat bld [ = [—500; + OO[ . ;

(x—n)m |f(x) , maar (x—n)m+1 /f(x)

Het teken wisselt bij het nulpunt van een veeltermfunctie als de multipliciteit van het nulpunt oneven is, en
verandert niet als de multipliciteit even is.

Het tekenverloop van een veeltermfunctie is dus heel eenvoudig als je de veelterm ontbindt in factoren. Het
volstaat dus eigenlijk dat je alle nulpunten (en hun multipliciteit kent).

Onthoud bij het ontbinden in factoren (en dus ook het zoeken naar nulpunten) volgende stellingen:

* Bij een veelterm met gehele coéfficiénten is elk geheel nulpunt een deler van de constante term
van die veelterm (maar uiteraard niet omgekeerd!).

* Een veelterm van graad n heeft hoogstens n (al dan niet verschillende) nulpunten.

* Hoofdstelling van de algebra: elke veelterm kan ontbonden worden in eerstegraadsfactoren en
tweedegraadsfactoren (zonder nulpunten).



Deze eerste stelling bewezen we reeds. De tweede (en derde) stelling bewijzen is helemaal niet
vanzelfsprekend. De Zwitser Argand was de eerste die deze stelling correct bewees, in 1806.

Voor veeltermfuncties van graad 3 of hoger moeten jullie het verloop voorlopig enkel kunnen aflezen van
een rekenmachine. Later zullen we dit ook op algebraische manier leren via afgeleiden (zie cursus
differentiaalrekening).

4) De stelling van Viéte

Som & product van de wortels van een tweedeqgraadsverqgelijking

Voor vergelijkingen van de tweede graad gelden de volgende formules:

b c
geldt S =x, +x, =—— en P =X, -x, =—.Ditliet onder andere toe een tweedegraadsvergelijking heel snel
a a

op te lossen.

b ¢
Uitwerken geeft ax’ ererc:a()c2 —()c1 +x2)x+x1 -xz)c>x2 +—Xx+—=x"

—X+— — (% +x,)x+ X, x,,

waaruit onmiddellijk het gestelde volgt. O

a a

De formules van Viéte voor hogeregraadsverqgelijkingen

Deze stelling kan eenvoudig uitgebreid worden naar veeltermvergelijkingen van hogere orde. Zo geldt voor

b
de drie wortels x,, x, en x, van ax’ +bx* +cx+d =0 dat S=x,+x, +x,=——en P=Xx,-X,- X, =——
a a

c

(en overigens ook dat X, - x, + X, - X; + X, - X, =—). Je kan deze stelling eenvoudig bewijzen door uit te gaan
a

van de ontbinding van de veelterm (doe dit zelf eens).

Voor veeltermvergelijkingen van hoger dan de tweede graad werd deze stelling voor het eerst bewezen door
Francois Viete in de 16° eeuw voor positieve wortels en door Albert Girard in de 17¢ eeuw voor alle wortels.

a a
geldt S=x+x,+..+x, =—"L en P=x-X,-...-X, =(—1)n-—°.
a a

n n

gelijksoortige coéfficiénten aan elkaar gelijkstelt. O
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1) Homografische functies

Een speciale soort (in zekere zin de eenvoudigste) rationale functies zijn de homografische functies.

f(x)zax+b,met cz0enad—-bcz0.
cx +

2x—6
Voorbeeld: We bespreken als voorbeeld de homografische functie f( )= s T
X+
2(x+1)-8 8
Deze functie is te herschrijven als f(x) = ( ) =2- .
x+1 x+1
Domein; -y
Deze functie is overal gedefinieerd, behalve in het ' .
| 6]
nulpunt van de noemer, —1. x=-1
dom f=R\{-1}. L4
Nulpunt: P
2x—6 Sy=27 v T[T T T
=02x-6=0Ax+120<= x=3. | N/
x+1 , , , 0 , i , X
8 -6 4 2 0 4 6 8
Tekenverloop: |
| 2
X —0 -1 3 +00 D
: = 4
f(x) ‘ + | - 0 + |
|
|

nadert. (De term is afgeleid uit het Grieks en betekent letterlijk “niet samenvallen”.)

De hierboven besproken functie heeft twee asymptoten. De rechten met vergelijking v<>x=-1 en
h <> y =2 zijn respectievelijk een verticale en een horizontale asymptoot.

Dat de rechte v <> x = —1 een verticale asymptoot is, is eenvoudig in te zien als volgt: hoe dichter je x bij
—1 neemt hoe dichter de noemer het getal 0 nadert. De functiewaarden in de buurt van —1 worden dus
altijd maar groter in absolute waarde.

8
Dat de rechte /& <> y =2 een horizontale asymptoot is zie je eenvoudig in te zien dat bij f(x) =2—-—-

x+1

geldt: hoe groter |x , hoe meer de tweede term naar nul nadert, en dus de functiewaarde naar 2 nadert.

Met behulp van een tabel kunnen we deze intuitieve redeneringen verifiéren:

x| () x| f(x) x f(x) x| S()
-1,1 82 -0,9 -78 -10 2,8888... 10 1,2727...
-1,01 802 -0,99 -798 -100 2,0808... 100 1,9208...
-1,001 8002 -0,999 -7998 -1000 2,0080... 1000 1,9920...

-1,0001 80002 -0,9999 -79998 -10000 2,0008... 10000 1,9992...

2 2 2 2 2 2 2 2

-1 400 -1 —00 —00 2 400 2

We noteren deze bevindingen in limietvorm als lim = +c0, lim =—o0, lim =2 en lim =2.

x—>-1 x—>-1 X——© X—>+00
< >



In latere hoofdstukken komen we hier zeker op terug. Voorlopig volstaat het dat jullie begrijpen waarvoor
deze notatie staat.

2) Kenmerken van rationale functies

Een rationale functie is een quotiént van twee veeltermfuncties, waarbij de noemer niet de nulveelterm is.
De nulpunten van een rationale functie zijn de nulpunten van de teller die geen nulpunt zijn van de noemer.
De polen van een rationale functie zijn de nulpunten van de noemer.

Een rationale functie is overal gedefinieerd, behalve in de nulpunten van de noemer.

f

In formulevorm geeft dit: dom — =R\ {x| g(x) = 0} .
g

Bij het oplossen van de vergelijking om de nulpunten te zoeken is het belangrijk dat de bestaansvoorwaarde
(het domein van de functie) niet wordt vergeten.

2x* —3x-—
Voorbeeld: Bepaal de nulpunten van de functie f(x)z—;c 3x 9.
x“+2x-15
2x* —3x-—
Mzo S2x2=3x-9=0|A X" +2x—15%0
x +2x-15

S x=3vx=-3/2[Ax#3Ax#-5
< x=-3/2

Zijn er getallen waarvoor zowel de functiewaarde in de teller als in de noemer nul is, dan kunnen we wegens
de reststelling het functievoorschrift vereenvoudigen. Het is hierbij wel belangrijk niet te vergeten dat de
oorspronkelijke functie voor deze waarde niet gedefinieerd is.

y . 2x*=3x-9 .
Voorbeeld: We kijken terug naar de functie f(x) :W . Uit de vorige paragraaf bleek dat 3 een
X +2x—-

(3 (2x+3) 2543
(3=3) (x+5)  x+5

Hetis nu belangrijkin te ziendat f # f, . De functies zijn fundamenteel verschillend, want £, is gedefinieerd

nulpunt was van zowel teller als noemer.

We proberen te vereenvoudigen: f, (x) =

in x =3 maar f niet. In haar domein echter zal f" zich volledig hetzelfde gedragenals f, . Het enige verschil

is dat de grafiek van f* in één punt, namelijk (3,9/8) , zal geperforeerd zijn.



We bekijken de grafiek eens:
De grafiek van f is dus inderdaad identiek aan de

hyperbool die bij f, hoort, behalve in het perforatiepunt
(3,9/8). We noemen de grafiek dan ook een
geperforeerde hyperbool.

In het geval dat de multipliciteit van het getal als nulpunt
van de noemer groter is dan dat van de teller, zijn beide
functies wel identiek. Zelfs na vereenvoudiging zal de

functie nog altijd niet gedefinieerd zijn in dat punt. In dat
geval mag je dus zonder problemen vereenvoudigen.

Bij homografische functies zagen we al dat bij rationale functies asymptoten kunnen optreden. Deze
redenering gaan we nu veralgemenen naar alle rationale functies. Uit de vorige paragraaf volgt dat we mogen
kijken naar de vereenvoudigde functies, want het is duidelijk dat perforatiepunten geen invioed hebben op
asymptotisch gedrag.

Verticale asymptoten

Een rationale functie f heeft verticale asymptoten met vergelijking x = p voor elke pool p van de

vereenvoudigde functie f,. Dit s te verklaren analoog aan wat we deden bij homografische functies.

Horizontale en schuine asymptoten

Voor horizontale en schuine asymptoten van een rationale functie f is het nuttig te kijken naar het

functievoorschrift van de vereenvoudigde functie f, na uitvoering van de Euclidische deling.

Is het quotiént een getal b dan vinden we net als bij de homografische functies een horizontale asymptoot
met vergelijking y =b.

Is het quotiént een eerstegraadsfunctie mx+¢g (met dus m#0) dan heeft de functie een schuine

asymptoot met vergelijking y =mx+q .

8x’ —2x* —8x+2
Voorbeeld: Bepaal de vergelijking van de asymptoten van de functie f(x) = il
x°—=3x+

We proberen teller en noemer te ontbinden in factoren:
Teller: 8x” —2x =8x+2=x"(8x—2) - (8x-2) = (" —1)(8x—2) =2(x —1)(x +1)(4x -1)

Noemer: 2x* —3x+1= (x—l)(2x—l)

2M(x+l)(4x—l) :8x2+6x—2.

De vereenvoudigde functie isdus f =
/ (x-T) (2x-1) 2x-1

De functie f isidentiek aan de functie f op een perforatie bij (1,12) na.

De nulpunten van zijn —1 en 1/4 en de pool is 1/2.

1 1
Aangezien E een pool isvan f heb je een verticale asymptoot: x :5



Om het asymptotisch gedrag voor x — oo te bekijken, voeren we de Euclidische deling uit bij f, :

R A(x)=D(x)-Q(x)+ R(x)
105 -2 - A(x) _o(x)+ R(x)
x5 D(x) D(x)

Du

2 —
s M:4x+5+ . Als x = too nadert de breuk
2x—1 2x—1 2x—1

asymptoot hebben, namelijk .

We controleren onze bevindingen eens op de grafiek van f . Merk op dat deze grafiek hier getekend is in

naar nul, zodat we een schuine

een assenstelsel met verschillende ijken op de x-as en de y-as om de grafiek overzichtelijk te houden.

15y |
=2

10 |

>

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

In de oefeningen zullen we vaak ook de ligging van de grafiek ten opzichte van deze asymptoten bepalen.

_T(x)
N(x)

Algemeen kan je het volgende opmerken voor een rationale functie f(x)

e Als gr(T) < gr(N) dan is er een horizontale asymptoot y =0.

e Als gr(T) = gr(N) dan is er een horizontale asymptoot y =b, met b het quotiént van de
hoogstegraadstermen.

e Als gr(T)zgr(N)+l dan is er een schuine asymptoot y=mx+¢q, met mx+gq het
quotiént bij Euclidische deling van T(x) door N(x).

Voor rationale functies moet je zowel het verloop (stijgen en dalen) als het beeld voorlopig enkel kunnen
aflezen van de grafiek. Om dit op algebraische manier te bespreken hebben we afgeleiden nodig (zie cursus
differentiaalrekening).

We sluiten dit hoofdstuk af met een volledige bespreking van een rationale functie



BV.: x> —2x-320<x#—-1Ax#3

Dus domsz\{—l;3}

X+x—6=0=x=-3vx=2

X +x—6

x2=2x-3"

Alle nulpunten en polen zijn enkelvoudig:

x ‘-oo -3 -1 2 3 4o

+0 - | + 0 - |+

/(%)

Beide nulpunten zitten in het domein, dus we weten Dit lezen we af van de grafiek:

meteen ook dat f, = f .

symptoten

Verticale asymptoten: x =—1 en x=3.

gr(T) = gr(N) => Horizontale asymptoot:

Snijpunten met de x-as: (—3,0) en (2,0) .

Snijpunt met de y-as: (0,2) .

4
4

N

Beeld
y=1.

We lezen af van de grafiek: bld f =R
y X= 3'

Merk op dat (1,1) € f terwijl het ook op de horizontale asymptoot ligt. Dit is echter geen enkel

probleem, maar veel leerlingen denken dat de grafiek van een functie zijn asymptoten niet mag

snijden, terwijl dat natuurlijk wel zo is.



1.4 Irrationale functies

y filz) = \/7(.1'2 + 2z) + \/8.1’3‘ + 422

filw) = —\/ (a2 +22) + VB + 42

(y2 +x° +2x)2 =8x’ +4x° = y* + x>+ 2x =+/8x’ + 4x° :>y=4_r\/—(x2 +2x)i\/8x3 +4x7

(Trifolium van de Longchamps)




1) Domein

Een irrationale functie is een functie waarbij de veranderlijke x onder één of meerdere worteltekens
voorkomt. Dit zorgt uiteraard voor problemen bij het bepalen van het domein, vermits bijvoorbeeld een
vierkantswortel enkel gedefinieerd is voor positieve getallen.

3x-6
l-x

3x
xedom [ < " 20©xe]1,2].Dus domf:]l,2].
—Xx

2) Nulpunten

Om de nulpunten van een irrationale functie te bepalen moeten we een irrationale vergelijking oplossen. Het
komt er hierop aan deze vergelijking te herleiden tot een gewone (rationale) vergelijking door te
kwadrateren. Er zitten echter een paar addertjes onder het gras.

N3-2x -2x+1=0+~3-2x =2x-1

Nu willen we beide leden kwadrateren om de wortel weg te werken... maar mag dat wel? We proberen toch
op deze manier verder te gaan:

3-2x=4x’—4x+lodx’ —2x-2=0=x=1vx=—-1/2.

We vinden dus op het eerste gezicht twee nulpunten, maar na controle blijkt het nulpunt x = —1/2 niet te
kloppen (want f(—1/2) =43 —2.(—1/2) - 2(—1/2) +1=4+0).

Ten eerste moeten we bij elke irrationale vergelijking stil staan bij de bestaansvoorwaarde (B.V.). In ons geval
isdit3-2x>0< x< 3/2. Dit is voor beide oplossingen geen probleem.

Ten tweede moeten we stilstaan dat uit @ =b* enkel volgtdat a =5 als a en b hetzelfde teken hebben.
Als we beide leden van een vergelijking dus kwadrateren moeten we er proberen voor te zorgen dat ze ook
hetzelfde teken hebben. Lukt dit niet (zoals in ons voorbeeld) dan krijgen we een zogenaamde
kwadrateringsvoorwaarde (K.V.). In ons voorbeeld is het linkerlid van /3 —2x =2x—1 altijd positief, dus
eisen we dat ook 2x—1>20< x 2> 1/2. En het is hier dat het schoentje knelt voor de oplossing die geen
nulpunt blijkt te zijn.

Bij sommige vergelijkingen duurt het herleiden van de twee voorwaarden (B.V. en K.V.) tot één eenvoudige
voorwaarde langer dan het oplossen van de vergelijking zelf. In die gevallen in het dus efficiénter om gewoon

de gevonden oplossingen te controleren.
BV:x22

Voorbeeld: Bepaal de nulpunten van f(x)=\/2x—3 +Jx-2-5 (|[BV,:2x=320|{A|BV,:x-220

~

V2x=-34+x-2-5=0/2x-3+/x-2=5 (beide leden zijn positief = geen K.V.)

& 2x-3+2J(2x-3)(x-2) +x-2=25 222" ~Tx+6=30-3x ([KV :x<10])

& 8x% —28x+24 =900 —180x +9x* <> x> ~152x+876 =0 < x =6 v x =146 want 146 #[2,10]



3) Bespreking

Naast het domein en de nulpunten (en dus ook het tekenverloop) bepalen kunnen we bij een irrationale

functie niet veel zonder we de grafiek kennen.

Domein:BV.: 4-2x>0< x<2 Tekenverloop: Het nulpunten is enkelvoudig
Dus dom f = ]—00,2] X -0 -6 2
Nulpunten flx)] -0 + + /]

Va-2x+x+2=0 ©NJ4-2x=-x-2 Verloop: Dit lezen we af van de grafiek:

m

—4-2x=x>+4x+4 X
S xP+6x=0

o =0 vx=-6 f(x)

Na controle blijkt enkel —6 een nulpunt te zijn.
Merk op dat je op deze manier (zonder
voorwaarden) een enkele pijl schrijft als je
kwadrateert!

Snijpunt met de x-as: (—6,0).

N

Snijpunt met de y-as: (0,4) .

4) Impliciet gedefinieerde relaties

Tot nu toe hebben we alleen functievoorschriften gezien van de vorm y = f(x) . We zeggen dat functies op

deze manier expliciet gedefinieerd zijn.

We kunnen een voorschrift ook noteren als f(x,y) =C, met C e R. Wat we op deze manier definiéren

hoeft echter niet altijd een functie te zijn. We noemen deze relatie impliciet gedefinieerd.

4
Omvormen van het voorschrift geeft y2 =4 —§x2 = y=

De relatie valt dus in expliciete vorm uiteen in twee
irrationale functies die elkaars spiegelbeeld zijn t.o.v. de
X-as.

We bekijken de functie f;(x)=3/2v9—x".
Het is eenvoudig in te zien dat dom f, =[—3,3] , en dat

—3 en 3 beide nulpunten zijn. Tekenen we deze functie
en ook haar spiegelbeeld om de x-as, dan vinden we de
grafiek van de gegeven relatie: een ellips!

2/39-x* v y=-2/39-%’

y




1.5 Bewerkingen met functies




1) Enkele speciale functies

De absolute waarde van een getal is dat getal zonder toestandsteken. We noteren de absolute waarde van

a als |a ,of als abs(a). In symbolen kan je dit op 2 elegante manieren definiéren:
x ,xeR" y
e UxelR: |x| = B 2]
-x ,xelR,
° VxeR:|x|=\/x2 1]
Enkele voorbeelden: [2|=2, [-4[=4, |0[=0. )
De grafiek zie je hiernaast getekend. I 2 I 0 " "2

Voor domein en beeld geldt: dom abs =R, bld abs=R".

We doen eerst een tekenverloop van de veeltermen waarvan we de absolute waarde nemen:

x —00 -1 0 1/2 3/2 00
x+1 - O + + + + + N +
X - - - 0 + + + +
2x—1 - - - - - 0 + +
2x-3 - - - - - - - 0 +

We doen dan een gevallenonderzoek naar de mogelijke liggingen van x :
o x<—1:8(—x—1)=20(=x)+5(2x+1)—(-2x+3) =0 4x—6=0 < x=3/2
o —1<x<0:8(x+1)=20(—x)+5(-2x+1)—(-2x+3)=020x +10=0 = x =—1/2
o 0<x<1/2:8(x+1)-20(x)+5(2x+1)—(2x+3)=0 20x+10=0= x=1/2
o 1/2<x<3/2: 8(x+1)=20(x)+5(2x 1)~ (-2x+3)=0 < 0x =0 < x€[1/2,3/2]
o x23/2:8(x+1)=20(x)+5(2x—1)~(2x-3) =0 4x+6=0x=3/2

Nemen we de wunie van alle oplossingen dan vinden we: 104y
V={—1/2}u[1/2,3/2] ' . ' ,
We kunnen deze oplossing ook grafisch controleren (zie grafiek). A SN
Met behulp van deze net geillustreerde techniek kan je elke vergelijking _f -10

waarin een absolute waarde optreedt oplossen.

Bewijs: Het is duidelijk dat geldt: Vxe R:VaeR":—a<x<a < |x| <a (*).Dus:

—|x|£x£|x| A —|y|£y£|y| = —|x|—|y|£x+y£|x|+|y| @—(|x|+|y|)£x+y£|x|+|y

’

waaruit via (*) onmiddellijk het gestelde volgt.



De functie wordt genoteerd met LJ , en definiéren we: Vx eR: LxJ =z&z<x<z+1lAzeZ. Een

alternatieve notatie is G(x) , dus G(x) Ro>Z:x—> LxJ .

In woorden is deze definitie eenvoudiger: de functie van 21y —0
Legendre is de functie die elk reéel getal afbeeldt op het

grootste gehele getal dat kleiner of gelijk is aan dat reéle 1] —0

getal.

Enkele voorbeelden: | 2,7 |=2, | -7 |=—4, |10 |=10. ———ltn 1 1

De grafiek van deze functie zie je rechts. Let vooral op het
gebruik van de volle en de holle bollen. Vol wil zeggen dat
het effectief een functiewaarde is, en hol wil zeggen dat het

net geen functiewaarde is.
Voor domein en beeld geldt: dom G =R, bld G=7.

Deze functie wordt gedefinieerd als:

VxeR:M(x)zx—LxJ. Het is dus het
decimale deel van een getal dat we

verkrijgen door van dat getal het grootste

-2

geheel getal kleiner dan dat getal ervan af te
trekken.

Voor domein en beeld geldt: dom M =R, bld M = [0,1[ .

In oefeningen wordt de Mantissefunctie vaak ook genoteerd met M (x) = {x} =Xx— LxJ .

Deze functie wordt gedefinieerd als: |7
1 ,xeR;
sign(x)=40 ,x=0 . . . ; g ; ; =
g ( ) ’ 3 2 -1 0 1 2 3
-1 ,xeR,

Voor domein en beeld geldt: dom sign =R, bld sign = {—1,0,1} .

2) Bewerkingen met functies

gegeven functies op te tellen.
In symbolen: f+g:x—>(f+g)(x) =f(x)+g(x) .

Voor het domein geldt: dom f+g = dom f Ndom g .



functievoorschrift van de gegeven functie te vermenigvuldigen met de gegeven scalair.
In symbolen: r.f :x — (r.f)(x) =r.f (x).

Voor het domein geldt: dom r.f = dom f .

twee gegeven functies te vermenigvuldigen.
In symbolen: f.g:x — (fg)(x) = f(x).g(x).

Voor het domein geldt: dom f.g = dom f Ndom g .

twee gegeven functies te delen door elkaar.

In symbolen: é:x - (ﬁj(x) = ggg :
/

Voor het domein geldt: dom — = dom f Ndom g\ {x| g(x) = 0} .
g

(Het is duidelijk dat deze quotiéntfunctie niet gedefinieerd is in de nulpunten van g.)

koppels (x,y) € R?* waarvoor er een z € R bestaat zodat (x,z) € f en (z,y) €g.
Anders gezegd geldt in symbolen dat: (g Of)(x) = g(f(x))

(gof)(x)=g(f(x))=g(x+3):(x+3)2 =x"+6x+9.
(fog)(x):f(g(x)):f(xz):x2 +3.
We kunnen dus meteen opmerken dat het samenstellen van functies niet commutatief is!

Voor het domein geldt sowieso dat dom fog — dom f (het domein van de samenstelling is een

deelverzameling van het domein van de ‘binnenste’ functie).

De inverse f’1 van een functie f definiéren we als de relatie die bestaat uit de verzameling koppels

(y,x) € R? waarvoor geldt dat (x,y) ef.



In symbolen is dit: f ' = {(y,x) ly= f(x)} of anders geschreven ' = {(x,y) | x = f(y)} .

Enkele eigenschappen zijn meteen duidelijk:

e
[ ) (f 1) = f .
e domf'=bld f enbld f' =dom f .
e Deinverse van een functie hoeft niet altijd zelf een functie te zijn.

De inverse relatie van een functie is opnieuw een functie als er geen twee waarden uit het domein zijn die
hetzelfde beeld hebben. We noemen zo een functie inverteerbaar, en noemen de inverse relatie dan ook de
inverse functie.

2x—1
x+1°

Om de inverse relatie te bepalen volstaat het de rollen van x en y om te draaien en op te lossen naar y:

-x-1

x=2yy+_11 @x(y+l):2y—1@xy—2y:—x—l©y(x—2):—x—1©y: 2

—x—1

Dus f (x) =

. De functie f is dus wel degelijk inverteerbaar.

A=4x—4 4i\/4x—4_2+m)

Voor de inverse geldt: x=)" —4y+5< 1y —4y+5-x=0 < y= >

Hier is de inverse relatie dus geen functie. We proberen het domein van f* nute begrenzen opdat de functie

wel inverteerbaar zou zijn!

Stel dus fb(x) =x’—4x+5 , met x> 2. Danis de functie wel inverteerbaar, want:
x=y’ —4y+5/\y22:>y=2><\/x—1 . Dus f};l(x):2+\/x—l.

We stellen deze grafieken nu grafisch voor:

0 1 2 3 4 5 6

Op de linkse grafiek zien we inderdaad bevestigt dat de inverse relatie f’1 geen functie is, terwijl de inverse

fb’1 van de begrensde functie f, dat duidelijk wel is. Wat verder opvalt is dat de grafieken van inverse



relaties (of functies) elkaars spiegelbeeld zijn ten opzichte van de eerste bissectrice (de rechte met
vergelijking y = x ). Dit is natuurlijk logisch want we draaien bij inversie de rollen van x en y om, endat s

net wat spiegelen om de eerste bissectrice doet (die spiegeling beeldt de x -as af op de y -as en omgekeerd).

3) Elementaire transformaties

Op de figuur zie je de grafieken van vier functies getekend. We gebruiken deze om het effect na te gaan van

het toestandsteken (+ of -) in het functievoorschrift:

e De grafieken van y = f(x) en = —f(x)
zijn elkaars spiegelbeeld t.o.v. de x-as.
We noteren deze spiegeling met S .

e De grafieken van yzf(x) en y:f(—x)
zijn elkaars spiegelbeeld t.o.v. de y-as. : :

We noteren deze spiegeling met Sy .

e De grafieken van y =f(x) en y= —f(—x) y=-Y
zijn elkaars spiegelbeeld t.o.v. de oorsprong.
We noteren deze spiegeling met S, .

Verticaal uitrekken (of inkrimpen)

We bekijken de invloed van parameter a € R} op het functievoorschrift y = a.f(x) .

Op de figuur hiernaast zie je de grafieken getekend van y =\/;,

y:z\/; en y:;\/;.We besluiten:

We bekomen de grafiek van y=a.f(x) door de grafiek van

f(x) uit te rekken in de richting van de y -as met factor a.

1
(als 0 < a <1 spreken we van inkrimpen met factor —).
a

We noteren deze transformatie korter als u, (a) .

Horizontaal uitrekken (of inkrimpen)

We bekijken de invloed van parameter b € R} op het functievoorschrift y = f(b.x).

Op de figuur hiernaast zie je de grafieken getekend van y =\/;,

[1
y=+5x en y= Zx.We besluiten:

We bekomen de grafiek van yzf(bx) door de grafiek van

f(x) uit te rekken in de richting van de x -as met factor 1/ .

(als b >1 spreken we ook van inkrimpen met factor b ).

We noteren deze transformatie korter als u, (l/b) .

n

0

y=\x




Horizontaal verschuiven

We bekijken de invloed van parameter ¢ € R op het functievoorschrift y = f(x + c) .

Op de figuur hiernaast zie je de grafieken getekend van y =\/;,
y=+x+1en y=+/x—2.We besluiten: *]

We bekomen de grafiek van y =f(x+c) door de grafiek van .

. . _ s
f(x) met ¢ eenheden naar links te schuiven. = .

”~
(als ¢ < 0 schuiven we |c| eenheden naar rechts). s

[ o

We noteren deze transformatie korter als v(—c,O) .

Verticaal verschuiven

We bekijken de invloed van parameter d € R op het functievoorschrift y = f(x) +d .

Op de figuur hiernaast zie je de grafieken getekend van y =\/;,

y =/x +1 en y= \/:—j . We besluiten:

We bekomen de grafiek van y =f(x)+d door de grafiek van

f(x) met d eenheden naar boven te schuiven.

(als d <0 schuiven we |d| eenheden naar onder).

We noteren deze transformatie korter als v(O,d) .

_2x-6

x+1

, wiens grafiek je kan bekomen door

1
elementaire transformaties uit te voeren op de standaardhyperbool h(x) =—
b

2(x+1)-8 8
Deze functie is te herschrijven als f(x) = ( ) =2- .
x+1 x+1
Het transformatieschema is:
h(x) =— f3 (x) = 8 : spiegelen om de x-as.
b ! x+1
i 8
1A (x) =— : 1 eenheid naar links schuiven. :f(x) =2———:2eenheden naar boven schuiven.
x+1 I x+1
s (x) =— : rekken met factor 8 langs de y-as.i

x+1



