1.

Bewijs de formules:
a) sin(a+,8+;/) =sina cos cos ¥ +cosa sin fcos ¥ +cosa cos fsin y —sina sin fsin y
sin(a+ B +y)=sin(a+f)cosy+cos(a+f)siny
=(sina cos B+ cosasin B)cos y +(cosa cos f—sinasin f)sin y
=sina cos fcosy +cosasin fcos ¥ +cosa cos fsin y —sina sin fsin y
b) cos(a+,8+;/) =cosa cos fcosy —sina sin [ cos y —sina cos Asin y —cos asin fsin y
cos(a+pB+y)=cos(a+ fB)cosy —sin(a+f)siny
=(cosa cos B —sinasin B)cos y —(sina cos B+ cosasin )sin y
=cosa cos ffcosy —sina sin fcos y —sina cos fsiny —cosa sin Fsin y

tan o +tan S+ tany

o) tan(a+pf+y)=
l-tana tan f—tan o tan y —tan Btan y

Sin(a+,3+7)_sinacosﬂcos7+cosasinﬂcosy+cosacosﬂsiny—sinasinﬂsiny
cos(a+,8+7) cosa cos fcosy —sina sin fcos y —sin ¢ cos fsin y —cos ¢ sin #sin y
sin @ cos fcos y +cosasin S cos y +cosa cos Fsin y —sina sin fsin y

B cosa cos fFcosy
cosa cos fFcos y —sina sin ffcos ¥ —sin a cos fsin y —cos a sin fsiny

cos & cos fcos y

_ tano +tan B+ tan y —tan o tan S tan y
l-tan o tan f —tan o tan y —tan S tan y

3tan x —tan’ x
Bewijs dat tan3x =——F——

1-3tan’ x
2Manx
tan 2x + tan x _ 1—tan’x
1—tan2x.tan x 1—M
1—tan® x

+tan x

tan3x =tan(2x+x)=
.tan x

B 2tanx+tanx(l—tan2 x) B 3tan x — tan° x

1—tan’ x—2tan’ x 1-3tan” x
cot o +cot cot f+coty coty+cota
Bewijs datin AABC met hoeken «, f en y geldt: 'H+ P 7/+ /4 =1.
tanog+tan f tan f+tany tany+tana
1 1 ta an o
+
cota +cot 1
Merk op dat fp _tana tanfB _ tanatanf _ .
tana+tan f tano +tan S W tan o tan
We weten ook dat ¥ = 72'—(05+,H) ,zodat tany = —tan(a+,3) . We vinden zo dat:
t +1
tana+tanﬂ—w
1L 1 N 1 N 1 _tana+tan,8—tan(a+,8)_ 1—tan a tan S
tanotan f tan ftany tanytana tanatanﬂ(—tan;/) _tana tan 3 tan o + tan /8
I-tanatan S

_ (I-tanatan f)(tana +tan B)—(tana + tan ) —tana tan f(tan a + tan J3)

—tanatanﬂ(tana+tanﬂ) —tanatanﬂ(tana+tanﬂ)




4. Bewijs de identiteiten:

sin(f-a)

a) cota—cotf=— -
sinasin

_cosa cosfB _cosasinf-sinacosf sin(f-a)

LL =RL

sina  sinf - sinasin sinasin

tan’ o —tan’ 3
1-tan’ o tan” S

b) tan(a—ﬂ)tan(a+ﬂ)=

I tanag—tan f tana+tanf tan’ o —tan” 3 B
l+tanatan B 1—tanatan f 1-tan’ atan’ S

V.4 V4 2
c) tan| —+a |+tan| ——a |=
(4 j (4 j cos2a

tan£+tana tanz—tana
LL=—2% +— 4
T T
l—tanztana l+tanztana

—1+tana+ l1-tana _(1+‘[an05)2+(1—‘[ana)2
“l-tana l+tana (I-tana)(1+tana)

2
:l+m+tan2a+l—m+tanza: 2sec’ @ _ cos’a _ 2
1—tan’ « 1—tan’ & i sina cos’a—sin’a
cos’a
2
= =RL
cos2a

5. Bewijsdat,als a+f+y+@ = ,dan cosacos f+cosycos@ =sinasin f+sinysing .
Als o + S +y+ @ =, danis ook 05+,H=7z'—(7/+(0)
CoS & cos S +Ccos y cos @ = sin ¢ sin £ +sin y sin ¢
< cosa cos f—sinasin f = sin ¥ sin ¢ —cos ¥ oS ¢
< cos(a+pf)=—cos(y+p)
@cos(a+ﬂ):cos(7z—(;/+¢)))
< cos(a+pf)=cos(a+p) o

sina +cos ff=x

6. Alsgegevenis dat { , druk dan sin(a +,H) uit in functievan x en y.

cosa+sinff=y

x4y’ =(sin05+cos,6’)2 +(cosoz+sin,6’)2
=sin” a +2sina cos B +cos” f+cos’ a +2cosasin f+sin’
=2+2(sinacos,6’+cosasin,6’):2+2sin(a+,6’)
x4y’
-

1

< sin(a+f)=



7. Bewijs, als in een driehoek met hoeken «, 3, geldt dat cos4a +cos4f + cos4y =—1, dat dan één

. T
van de hoeken een veelvoud is van Z . (Bron: ingangsexamen KMS polytechnische wetenschappen 2001)

Uit @ + B+y =7 volgtdat 2a +2 =27 -2y endus cos(2a+2f)=cos(27—2y)=cos2y .
cos4a +cos4f +cosdy =-1

< 2cos(2a +2f)cos(2a—2)+2cos’ (2a+28)=0
<:>2cos(2a+2ﬂ)(cos(2a—2ﬂ)+cos(2a+2ﬂ))=0

<> 4cos2ycos2acos2f =0

< cos2y=0 v cos2a=0 v cos2f=0

<:>27/:%+k7r Y 2a:§+kﬂ Y 2ﬂ=£+kﬂ'

<:>7/=£+kZ va=2+kZ ﬂ’:£+kZ
4 2 4 2 4 2

Maar omdat 05,,3,7/6]0,72’[ moet a:% of a:% of ,B:Z of ,8:377[ of 7/:% of 7/:3_72 i

4
8. Bewijs:Va e }0,%[: Jl+cosa ++/1-cosa =2sin(%+%J

LL=\/1+COSC¥+\/1—COSC¥=\/20052g+\/2sin2g= 2cosZL+2sine | omdat £ e 0, %
2 2 2 2 2 4

RL =2sin £+ﬁ =2 SiHZCOSg+COS£Sng =2 ﬁcosgntﬁsing =\/§cosg+ 2sing
4 2 4 2 4 2 2 2 2 2 2 2

) ) ) ) 3
9. Bewijs zonder rekenmachine dat sin 20°.sin 40°.sin 60°.sin 80° = E

sin 20°.sin 40°.sin 60°.sin 80° = 1 (cos20°—cos 60°)- N3, sin80° = ¥3 sin 80°cos 20° — ¥3 sin 80°
Simpson NE) 2 1 2 4 8

)
:ﬂ-1(sin60°+smloo°)—£smgoo=i+£ 500 - P sitrioe =
4 27— o 8 16 16

T2

Simpson

&5

10. Bereken zonder rekenmachine: sin1°.sin3°.sin 5°.sin 7°. ... .sin179°

sin1°.sin 2°.sin3°. ... .sin178°.sin179°
sin 2°.sin 4°.sin 6°. ... .sin178°

_(sinlo.sinl79°).(sin2°.sin1780).(sin3°.sin177°). .. (sin89°.5in91°).sin 90°
B sin 2°.8in 4°.sin 6°. ... .sin178°
_(sinlo.coslo).(sin2°.cos2°).(sin3°.cos3°). .. (sin89°.c0s89°).sin90°

a $in 2°.sin 4°.sin 6°. ... .sin178°
1 . 1 . 1. .
EMEMEM e W 1

SO sindO sin60. ... sint78° 2%

sin1°.sin3°.sin5°. ... .sin177°.sin179° =

N | =




(- B i
11. In driehoek AABC geldt dat SIH[A+EJ = k.smE, met k e Ry .

Bewijs dat = tanE -tan—.
~ B ~ ~
; 2 .o B . B
SIH[AJF 2} sin A cos— +cos Asin— . B .
Eerste methode: Merk op dat k = 7 = 2 7 =sin 4 COtE +cos A
sin — sin—
2 2

Dus, dan krijgen we achtereenvolgens:

A A

Sil’lzaCOtE-i-COSza—l 2sinécosétan —2sin2é
k-1 _ 2 _ 2 2
sinﬁcot§+cosﬁ+l 2sinécos—tan +C+2cos2é
2 2 2 2
A C
121 tan—+ tan — 121
9 - LA - coso|—2 2 |_sin"
. A A A+C . A4 2 y é 2
sin—| cos—tan —Sin— R 1—tan = tan —
2 2 2 2 A 2 2
— — — —— =tan— — =
Al . A A+C A 2 A C
COS—| sin—tan +Ccos— 2 tan —+ tan — 2
2 2 2 sin — # +cos§

I—tanétang
2 2

21 A C A 4 C
—| tan—+tan— |—sin—| 1—tan—tan—
A 2 2 2 2 2
—tanE — — < =
é tané+ta g cosé 1- tanétang
2 2 2 2 2 2
\ 21 ¢ O 21 4 C
A — cos—ta — — sm—tan—tan—
A 2
=tan— ~
2 4 4T /M
sm—tan— +si tan— +cos— —s1 tan —
2 2 2 2 2
X w&% tanz o
:tané :‘[an—tan£ m]
2 A y A 2



12.

13.

Tweede methode: 2+l§+é=ﬁ©$=%@ ;B = 7—C :>CO‘{ A;Bj=tan—,

sin 2+§
2 1

. é sin[2+§j—sin§ ZCOS[AJFBJ-sinA R

k—1 Sty 2 2 A+B A
dus: = — = — — = — — =cot tan—n0O
k+1 (~ B . . . [ A+B A 2
sin| A+— sin| A+— |+sin— 2sin cos— —~ 2
~ +1 2 2 ~tang
. B
sin —
2

In een gelijkbenige driehoek AABC (met |BC| =5en |AB| = |AC| ) geldt dat
de (binnen-)bissectrice van hoek ZAQ de zijde [AC] snijdtin D, en wel zo dat
|BD| =6. Bereken coslAi.

Noem voor het gemak ZA3 =2/ . )e kan dan eenvoudig alle hoeken berekenen

op de figuur in functie van . Noem |AD| =Xx en |DC| =y.

Passen we de sinusregel toe in de drie driehoeken, dan geldt: B 5 c
6 + 6 5 5 +
in AABD : — = 'x =)‘C y,inABCD: - = .y =— enin AABC: — = x J
sin4f sinf sin3pf sin2f sinf sin3f sin4f sin2p
6sin 6sin 5sin2
Uit de eerste haal je x =— P , Uit de tweede y =— P en uit de laatste x + y =— p .
sin4/ sin2f sin4f
6sin 6sin 5sin2 6 si 6 si 10 simy§ cos
Combineren geeft ons de vergelijking — P +— P =— p = — +— = \B\Q p
sin4f sin2f  sin4p sin4f  sin2f sin4f
=12sin2p cos2
r—'/\ﬁ =2cos’ -1
6sin4p —

&6+ =10cos B <> 6cos2 —5cos f+3=0<12cos> f—5cos B-3=0

sin2f

3/4
o 5413/ , ,
Hieruit volgt (A =169 ): cos S 27\ , maar omdat £ sowieso scherp is moet cos [ = 3/4.
13
. S 2 9 1
Dus vinden we dat: cos B=cos2ff=2cos” f—-1=2 -E—l =§ .
cos’15°+sin’15°
Bereken zonder rekenmachine: - .
cos15°+sinl5°
cos’15°+sin’15°  (cos inl5° -(cosz15°—coslS°sin15°+sin215°) 1

o

= - :l—lsin30°=l——:—
2 4

cos15°+sin15° cos

3
4



