. Bereken de volgende limieten:

a) lim (3x+x"-2x7) = lim x* = (=o0)" =+a0

X—>—w X—>—0

b) 1im(2x2 —x+1)=2.42 —4+1=29

x—>4

dx+1 4.2+1
m = =
-22x—-1 22-1

S S R o) | Gt ) M C

c)

d = —__
) 6x—x"—5 3 M(—xﬂ) 4
e lim B 43&
X—>—0 3+X X—>—0 \X\
2 2 2
f) lim =—— 5], dus lim X % en lim3 2x=+oo
x>-3 Dx v >3 2x+6 >3 2x+6
5 /5/2
g) lim (Br+2) =1 (fx) = lim —> A -2

. Bereken de volgende limieten:

X[H,/Hl—lzj
x—x+x-1 xroX 2 1

a) i = [im = =

CE NS 3{_ /4+3_2j 2-2 2

X

Sx+10+2x+2 . \/3x+10+(2x+2)_\/3x+10—(2x+2) —4x’ —5x+6 1

b) lim = lim = lim
) 2 x*4Tx-2 x>-2 xt+7x-2 \/3x+10—(2x+2) 2y yTx-2 4

o D43 1
H—zM(ﬁ—zxzwx—l) 4 100
x—1

(\/9x2+x—l—3x)(\/9x2+x—l+3x)
¢ lim+v9x*+x-1-3x= lim = lim =

1
X—>+0 X—>+0 2 _ X—>+00 g
VIx"+x—-1+3x x[ }9_'_1_12_'_3]
X X

I JAx+5 hm(2x+l)—\/4x+5 (2x+1)++/4x+5 x+3+(3x-1)
Ol Jx+3-3x+1 N Jx+3-(3x-1) Vx+3+(3x-1) (2x+1)++V4x+5

I e S S G~ (4x+4) 2 16
9 +Tx42 6 1 (p-T) (9x-2) 3 33
(\/4—x—\/l—x)(\/4—x+\/1—x) : 3 3

lim (vV4—x—+/1—-x )= lim = lim = =0
o H*‘”( ¥ x) Foe Vad—x++1-x 2 NJd—x++1-x +O+©



3. Bepaal de asymptoten van volgende functies:

) ()= L2

X —x
Het domein van de functie is R" \{1} . Er zijn dus twee potentiéle verticale asymptoten:

m XN )

v—>0 X —-X

\/x +1-/2x Jxb+1-2x \/x +14++2x .. x6—2x+1_ 1

=lim =lim

3

v—)l x - x>l X —Xx \/X +1+\/E x>l x3—x 2\/5

M(x5+x +x° +x +x—l) 1

= lim . =—— = geenextraV.A.

¥l (x +x) N2 2

L Wﬂ

1' lim =] = HA.: y=1}als x >+
x°

3

x=x#0 x#1

2x>0 x>0 x>0
xedom [ & =
xZ0AxzlAaxz-1

(voor x — —0 s geen asymptoot mogelijk omdat het domein dit niet toelaat)

b) f(x)lex2+6x+3+x—2 geen V.A.
6 3 2
I+—+—5+1-——
S() NP rxt3tx-2 XL x X x]z

m= lim = lim
X—>+00 x X—>+00 x X—>+00 X

q=lim(\/x2+6x+3—x—2):lim X oS (x+2)-(\/x2+6x+3+(x+2))
x>0 X +6x+3+(x+2)

2x -1 . \)&(2_3

= lim = lim

- _1 = BAzy=2uiials x> o0
A 63 (rr2) [ 63 2} .

+—2+1+—
)C X X

(V' +6x43+(x-2))
l = li
)= i e )

1
o)
 lim T R
N DRI b
\)&[ +x+x2 ( xjj

(VxP+6x+3 - x—Z)zlim 10x-1
\ S L v Sy

f(x) =x/8x’ —12x> +1-2x geenV.A.
2
(\3/8x3 12+ +1 —2x)-((\3/8x3 12 +1) +2x-38x — 1257 +1 +4x2j
lim /(x)= lim ;
* * (3 8x3—12x2+1) +2x- Y8 — 120 +1 44>

) —12x* +1
= lim

x—>1o0 2
(38x3—12x2+1) 425387 1252 +1 + 42




4.

x? (—12+12j
X -12

= lim = =—1 = HA: y=—1|als x > o0

S 2 1) 2 1 12
X 38—+ | 4238+ +4
X X X X

Leerlingen denken soms ten onrechte dat de grafiek van een functie een asymptoot nooit kan snijden.

L y . Vx’ —x*+1
Toon aan dat dit onjuist is door de snijpunten te bereken van de grafiek van f(x) =————— met haar
b

horizontale asymptoot.

1 1
3[3_ 2 Xo3l-—+—
i S = lim I = Ay =]

X
3/.3 2
Jx —x"+1
Snijpunten:—:1<:>\3/x3—x2+ —xoxr-xX+l=xeorf=lex=-1v x=1
X

De grafiek snijdt de H.A. dus in de punten A(—l,l) en B(l,l).

Als a e RE en b,c e R, dan heeft de functie f(x) =va’x* +bx+c—ax altijd een horizontale en een schuine

(T

asymptoot. Bepaal hun vergelijking.

2.2 _
m= tim L) _ Y@ bxe—ax —2a (want Va® =a)
X—>—00 x X—>—00 x X—>—00 X
(\/azxz+bx+c+ax)-(\/a2x2+bx+c—ax) bx + ¢

= lim

g =lim f(x)—mx=lim S [ 2
X—>—o0 X—>—o azxz +bx+c —ax Yoo a2x2 +bx+c —ax
C
b+—
)

: b
= lim =—— = SA: y=—2ax——1|als x >—0

H@E/izbc J 2 2
B(\ —.|a +*+72—a
X X

(\/a2x2+bx+c—ax)(\/a2x2+bx+c +ax) bx+c
lim f(x) = lim = lim

faree farns [P +bx+c +ax = Ja’x® +bx +c +ax

b
=— = HA.: y=2—,als X —> +00




2x2 + 2xVx? +x+1

6. Gegeven is de functie f(x) =

x—1
a) Bepaal het domein van deze functie.
‘+x+1>0
xedomf@{x 1x0 Sxzl :domsz\{l}
x—1#

b) Bepaal de nulpunten van deze functie.

20 + 20N +x+1 (2x+2\/x +x+ ) 0 A x-1#0.

x—1

Eén nulpunt is alvast duidelijk: (0, 0) . Voor het andere nulpunt lossen we de vergelijking op:

2x+2Ux* +x4+1=0 < 2x=-2Jx*+x+1 (KV:xSO)

< 4x° =4(x2 +x+l) & x=-1
Het tweede nulpunt heeft dus als codrdinaat (—1, 0) .

c) De grafiek van deze functie heeft drie verschillende asymptoten. Bepaal hun vergelijking.
VA: v <> x =1 is een verticale asymptoot (pool van de functie).

HA: h <> y =—1 is een horizontale asymptoot, want:

lim 2x% +2xvVxt +x+1 2x —2xJxt +x+1 _ lim 4x4—4x2(x2+x+1)
X x—1 2x% = 2xVxt+x+1 Xﬁ%(x—l)(2x2—2x\/x2+x+l)

= lim X{K_L‘_ij s

Hw/.(l—ij./.[zwmj 4

SA: s <> y=4x+35 is een schuine asymptoot, want:

x22+1h+l+lg
2x7 +2xxt +x+1 X X

m= lim = lim 0 =4,en
X—>+0 X(X—l) X—>+0 x2 (l—j
X
22+ x+1 ) 2xxlx2+x+l—(2x2—4x) 2x\/x2+x+l+(2x2—4x)
g = lim —4x = lim .
vt x-1 xoren x-1 23 +x+14+(2x° ~4x)
lim 4x° ()c2 +)C+1)—(2)C2 —4)c)2 — bm 20x° —12x7

X0 (x—l)(2xm +(2)C2 —4x)) e (x—l)(2x\/x2 +x+1 +(2x2 —4x))
o2

X




7. Bewijs dat elke veelterm van oneven graad minstens één nulpunt heeft.

Noem die veelterm f en stel dat de hoogstegraadsterm van gegeven wordt door ax*""!

).

(met aeR;enneN

Dan geldt: als @>0 : lim f(x)= lim ax*"" =—0 en lim f(x)= lim ax™"*' =+o0
X—>—00 X—>—0 X—>400 X—>+00
als a<0 : lim f(x)=lim ax*" =+ en lim f(x)= lim ax™"' =—o0

X—>—0 X—>—0 X—>+00 X—>+0
Wegens de stelling van Bolzano zal er dan minstens één nulpunt zijn in het domein van de functie omdat de functie
continu is en er altijd twee tegengestelde functiewaarden kunnen gevonden worden omwille van de tegengestelde

limieten op —0 en +<0.

N . 2
8. Bespreek de continuiteit van de functie f(x) ==
x +1
Je ziet de grafiek van de functie rechts getekend. Deze is
eenvoudig af te leiden uit het functievoorschrift.
De functie is overal continu, behalve:

e In 0 iszediscontinu .

e In 1isze linkscontinu
e In —1 is ze rechtscontinu
9. De functie f(x) =2 —4x*> =7 heeft een nulpunt in het interval [O, 4] .
a) Bewijs dit met behulp van de stelling van Bolzano.
£(0)=2""-4.0-7=-6en f(4)=2""-4.42-7=185.
De functie heeft dus minstens één nulpunt in ]O, 4[ omdat f er continu is en op de grenzen tegengestelde

functiewaarden heeft.

b) Bereken het nulpunt met het algoritme van Bolzano (startend met a=0 en b=4).

Interval  Midden m, Functiewaarde f(ml)
Stap 1 [O, 4] m; =2 f(2) =272 _4.2"-7=-7 => pas de linkergrens aan.
Stap 2 [2, 4] m, =3 f(3) =27 -4.3-7=21 = pas de rechtergrens aan.

Stap 3 [2,3] m, =2,5 f(2,5) =22 _4.25-7=0 = 2,5 iseen nulpunt!

(Merk op dat dit enkel te doen is zonder GRM omdat het nulpunt snel gevonden wordt — anders is hier

hoegenaamd geen beginnen aan zonder gebruik te maken van rekenhulp).



