1. Beschouw de rij (un) =3,5,9,17,33,.... (x %)

e Geef de volgende twee termen uit deze rij (u, en u,).
u, =65 en

e Definieer deze rij (je mag kiezen tussen een expliciete of een recursieve u, =129 definitie).
Mogelijkheid 1: expliciet - u, =2" +1
Mogelijkheid 2: recursief - u, =3; wu,,, =2u,—1

Mogelijkheid 3: recursief > u, =3; wu, , =u, +2"

5
e Bereken Z(z’+ul_).

i=1

S )= (14 1)+ (241)+ (3t ) + (4 ) +(5+us)

_ =(1+3)+(2+45)+(3+9)+(4+17)+(5+33)=82

2. Gegeven: (—5)+(—3)+(—1)+1+3+...+un =475, (% %)

Waaraan is de term u, gelijk? Uit hoeveel termen bestaat deze som?

HetiseenR.R.dus s, = n.(u12+ u”) = n.(—5 —5;(11—1).2) =—6n+n’.

De vergelijking wordt dus: —6n+n> =475 < n*—6n—-475=0<=n=-19 v n=25.
Vermits ne N isdus n =25 endanis u, =-5+24.2=43.

3. Beschouwdesom §=-214-210-206—...+218+222+226 \m/ (*x %)

e Bereken S.
De algemene term van de rijis u, =u, + (n —l).v =-214 +(n —l).4 =-218+4n.

Het aantal termen vinden we dus door te stellen 226 =-218+4n < n=111.

De som is dan: S — n(u12+un) _ 111(—2124+226) :

e Schrijf deze som met het 2-teken.

111
We hebben alle gegevens al die we nodig hebben, dus S = Z(—218 + 41')

i=1

e Op de hoeveelste plek staat de term 2 ?

We berekenen: —218+4n=2 < n=>55, dus de term 2 staat op de 55° plaats.



4. Bepaal de som van de eerste 55 termen van de rij —l —i i l o (xX)
5720710747
1 2 5 . 3
Alles op gelijke noemer zetten geeft: —,——,—,—,... hetisduseenR.R. met v=—.
207 2020’20 20
-1 -1 3
—+—+54—
=55t lss g5 mFU Y _ g5 S 52 20 _ 711,75,

-1
De expliciete definitie van deze rijis: u, =?+ (n —1).

In X -notatie is de som dus gelijk aan: 555 = (
i=1

5. Bereken tot op 2 cijfers na de komma nauwkeurig: 245.2 0,9)k ()
k=18

2453 (~0,9)’ = 245.((<0,9)" +(=0,9)" +..+(-0,9)") = 245{(—0,9)18 (_L)m_l} ~17

k=18 —-0,9-1

M.R.met g=—0,9 en 20 termen

6. Bepaal x en y zodatderij y—x, 2x+3, 11, 7x+1 eenrekenkundige rij vormt. (**)

Kijk je eerst naar de laatste drie termen, dan moet
Danwordtderij y—2, 7, 11, 15 endusmoet y—-2=3< y=S5.
7. Vijf termen vormen een rekenkundige rij. De som van de eerste en de laatste term is 4, en het product van

de middelste drie termen is —24. Wat zijn de 5 termen van deze rij? (* % *)

Noem dietermen a—2v, a—-v, a, a+Vv en a+2v dan geldt:

(a—2v)+(a+2v)=4 a=2 a=2 a=?2
= = =
(a—v)_a_(a+v)=—24 (2—V).2.(2+V)=—24 V2=16 v=40fv=—4
De 5 termen zijn dus -6, -2, 2, 6 en 10.

8. Van een rekenkundige rij (un) weten we dat de som van de eerste 3 termen 12 is, en dat de termen u,, u,

en u, een meetkundige rij vormen. Wat zijn de eerste 7 termen van deze rij? (* * %)

2 _
Uy =u g

u, +u, +u, =12 u +u +v+u +2v=12 u =4-v
@ .
(”1 +v)2 =“1-(”1 +5v) (4—v+v)2 :(4—v).(4—v+5v)

Na vereenvoudiging wordt de tweede vergelijking: 4v* —12v=0<v=0vv=3.

De eerste 6 termen van de gevraagde rij zijn dus: 1,4,7,10,13,16.



9. 10000 kubussen, met een ribbe van 5 cm, worden gestapeld in de vorm van een trapezium op een wijze zoals

voorgesteld in de figuur. (% %*)

e Wat zal de hoogte zijn van de constructie als men aan de basis begint met 204 blokken?

Het aantal blokken op een rij vormt een rekenkundige rij met u, =204 ; s, =10000; v=-2

Wat je niet kent in deze rij is het aantal termen (7 ), wat overeenkomt met het aantal rijen blokken.

N :n(ul +unj:’{ul +u, +(n—1)vj:’{408+(n—1).(—2)j:’{4102—2nj:205n_n2

2 2 2

Dus dit geeft de vierkantsvergelijking n° —2057+10000=0 met oplossingen n=80 en n=125
waarvan enkel n =80 mogelijk is (zie volgende vraag). De hoogte bedraagt dus 4m.
e Hoeveel blokken liggen er dan op de bovenste laag?
Dit is eigenlijk de laatste term in de rij, dus u, .
In hetgeval n =80 — uy, =u, +79.v=204+79.(-=2) = 46. Op de bovenste rij 46 blokken.
In hetgeval n =125 — u,s =u, +124.v =204 +124.(-2) = —44, wat niet mogelijk is.
10. In de rij met expliciet voorschrift #, =197 —100 is één van de termen gelijk aan de som van de eerste 20
termen van deze rij. De hoeveelste term is dit? (* %)

RR

S50 =—81—62—43—...+280=2O.ﬂ=1990.

u,=1990=191-100 < n=110.

Antwoord: de 110° term is gelijk aan de som van de eerste 20 termen.

11. Bepaal het rekenkundige en het meetkundige gemiddelde van 14 en 56. (*)

14456

RG = =35, MG =+14.56 =28

12. Op een muur van 5,4m breed wil men 60 strepen schilderen, — S M —

afwisselend wit en zwart. e - il 1
Elke volgende streep moet 2mm breder zijn dan de vorige. E?f_t_r.ﬁkt"
Bereken de breedte van de eerste streep (x), en van de
laatste streep (v ). i )
T . S




De breedtes van de strepen vormen een rekenkundige rij met 7 = 60 termen, verschil v=2 en als som

s, =5400 (want 5,4 m = 5400 mm ). Zo vinden we:

u +u, u, +u,+59.2

Seo =3400 & n =5400 < 60. =5400 < u, =31,

en dus ook ., =31+2.59=149.

Antwoord: De eerste streep moet 31 mm breed zijn, de laatste streep 149 mm breed.

13. Er komt een nieuw spel op TV: ‘Euro-jackpot’. Het gaat als volgt: als je de eerste vraag juist beantwoordst, krijg
je €0,01. Als je de tweede vraag juist beantwoordt krijg je €0,02 (en heb je dus in totaal al €0,03). Als je de
derde vraag goed beantwoordt krijg je €0,04 (in totaal al €0,07)... de bedragen per vraag worden telkens
verdubbeld. Clement doet mee en beantwoordt 20 vragen op rij juist. Hoeveel € heeft Clement dan in totaal

gewonnen ? (% *)

20
Clement wint 0,01+ 0,02+ 0,04 +...=0,01 2 -1 =10485,75.
M.R. met g=2 en 20 termen 2 -
Clement wint dus € 10485,75.
10
14. Bereken 2(1+2k —3k). (F % *)
k=1
10 10 10 MR AR
Y(1+24=3k) =22 + 3 (1-3k) = (2+4+8+..+1024) +(-2-5-8—..-29).

k=1 k=1 k=1

10 0 N
endusi52(1+2k—3k)=2.2 Lo, 2229=2046—155:1891.

ol -1




15. Robbe maakt een toren blokjes op de manier zoals hiernaast afgebeeld. De hoekpunten van het ondervlak

van een kubus vallen altijd samen met de middens van de ribben van het bovenvlak van de kubus waar hij

opstaat (zie figuur). De onderste kubus heeft een ribbe van 6 cm lang.

e Toon aan dat de ribbe van de tweede kubus 3\/5 cm is.

We bekijken de structuur van twee opeenvolgende

kubussen in bovenaanzicht (zie figuur hiernaast).

Passen we Pythagoras toe, dan vinden we

. [ijz{ijz_ﬁ_ z, N2, ’
n+l 2 2 2 \/5 2 n*

NG
(V2

7

NN

De zijden vormen dus een meetkundige rij met quotién

2
De ribbe van de tweede kubus is dus z, =%Zl =32,

e Bereken de ribbe van de derde kubus.

2
De ribbe van de derde kubus is z, =722 =3 (cm)

e Als Robbe op deze manier blijft verder bouwen, hoe hoog zou een toren dan zijn met 10 blokken?

Om de hoogte van die toren te berekenen moeten we de som van de eerste 10 ribben maken:

0
[\/Ejl _1
10
q" -1 2
S, =1U - =6- ~19,85 (cm)
10 ! q—l \/5

N2
2

e Bereken het volume van die toren met 10 blokken.

ﬁ

Ook de volumes van de opeenvolgende kubussen vormen een MR, want uit z,,, = > -z, volgt
V2 Y V2
onmiddellijk ook dat z_ , =(—-sz &z =z,
2 4
2
— | -1
qu _1 4
De som van de volumes is dus s,, = u, - =216-—F=——~334,12
q-1 Q—l
4
e Bonus: hoe hoog is de toren mocht Robbe zo oneindig veel blokjes stapelen!?
6 12 12 2+\/§)
S,., = 4o = = ( =6(2+\/§) (cm)
=g V2 2-\2 2
2



16. Bewijs, gebruik makend van de definitie van eindige en oneindige limieten, dat:

) 1
a) lim Q/g =1 (en bereken vanaf welke n, € N geldt dat |u, —1| <& =m )
n—>+o0

Ergeldt: lim/5=1 < VeeR,,3dn,eN,,VneN :n>n,=

n—>+w0

Q/g—l‘ < & .We weten:

log5 log5

—————. Kies d h
10g(€+1) ies dus n0>10g(8+1), en het

QE—I‘<5<:>¥B—1<5<:>5<(5+1)"<:>;1>

gestelde is bewezen!

Met & = ﬁ geldt dat n, >161,7472. Dus vanaf de 162 e term liggen alle termen dichter dan ﬁ

bij 1.

b) lim *logn =+ (en bereken vanaf welke n, € N, geldtdat u, >r=100)

n—+w

Ergeldt: lim *logn=+0 < VreR",3n, eN,VneN:n>n, = *logx >r. We weten:

n—>+0

*logn>r <> n>2".Kiesdus n,>2" en het gestelde is bewezen.

Met =100 geldt dat n, > 2'" =1267650600228229401496703205376.
Dus vanaf de 1267650600228229401496703205377 e term zijn alle termen groter dan 100.

2_
0 lim =4

1
u —2<e=——
n+0 3p” 42 - )

1000

=2 (en bereken vanaf welke n, € N geldt dat

. 6n*—4
Er geldt: lim nz
n—>+0 3Ip° + 2

6n> —4

n’+2

-2l<e¢.

=2 & VeeR,,In,eN,VneN,:n>n,=

2

— ——<con> 8_28.
3n"+2 3¢

We weten: <ES

3n* +2

—2‘<g<:>

3n’ +2

€ 1
Kies dus n, > en het gestelde is bewezen. Met & :M geldt dat n, >51,6333... Dus

3¢

bij 2.

vanaf de 52 e term liggen alle termen dichter dan

17. Schrijf als breuk: 1,9828282...

82 82 82 19  82/1000 1963
+ + + +o.=—+ =
1000 100000 10000000 10 1-1/100 990

1,9828282...=1,9

(Of: stel x=1,9828282...,danis 10x=19,828282... en 1000x =1982,8282... zodat 990x =1963 .)



18.

19.

20.

21.

6n

Bereken (en bewijs) het infimum en het supremum van de rij met voorschrift 1, =

2n—1
Ergeldtu,  —u, = 6(n+1) __6n :(6n+6)(2n_1)_6”(2”+1): -6 <0,
2(n+1)=1 2n-1 (2n+1)(2n-1) (2n+1)(2n-1)

De rij (un) is dus dalend. De eerste term u, = 6 is dus het maximum en het supremum van deze rij.

Het infimum van de rijis lim =3, want:
n—+o Qp —

. 6n 3

e 3 iseenondergrens omdat >3s -320& >0.
2n-1 2n-1 2n-1

6 3+

e VeeR),In,eN,:u, <3+ec¢< %o <3+eon,> i

0 2n,—1 2&

Bewijs dat de rij, gedefinieerd door u,,, =3/6+7-u, met u; =0 convergeert en bereken de limiet.

Als de rij convergeert dan geldt voor de limiet L = lim u, = lim u,, dat:

n—>+00 n—+w0

n+l

L=36+7L <[ -7L-6=0< L=3v L==1v L==2 (Alle termen, dus ook de limiet, zijn positief).
Dat de rij convergeert doen we door aan te tonen dat de rij naar boven begrensd is en stijgend.

We bewijzen perinductiedat Vne N :u, <3 enu,, >u,

n+l

Voor n =1 kloppen beide uitspraken, want #, =0<3 en u, = % >0=u,.

Stel nudat u, <3 en u,,, >u,. We bewijzen dat hieruit volgtdat u,,, <3 enu, , >u,,,.
o u <37 u,<21<6+7u,<271<3/6+7u, <3< u,,, <3
o u . >u <7-u.,,>7u, c>7-un+1+6>7-un+6c>i/7-un+l+6 >i/7-u”+6c>u”+2 >u, ., 0

Derij u, =2n+3"" is stijgend. Bewijs dit.

_(n _ 1. _ 2. _
VneN,u,, —u,=(2(n+1)+3")~(2n+3 ")=2+§3 "=37=2-23750 (want 37 <1),
Gary Holt heeft verzamelwoede wat CD’s betreft. Zijn verzameling telt nu reeds 1000 CD’s. Hij speekt af met
zijn vrouw dat hij enkel nog CD’s koopt als hij er ook verkoopt. Gary verkoopt elk jaar 12% van zijn CD’s, maar

koopt er ook elk jaar 150 aan.

a) Stel het recursief voorschrift op van de rij ¢, die aangeeft hoeveel CD’s Gary heeft binnen 7 jaar.
c,., =0,88-c +150, met ¢, =1000
b) Stel dat deze rij convergeert. Hoeveel CD’s zal Gary op lange termijn hebben?

Dan zal, met L= lim ¢, = lim c,,,, gelden dat L=0,88-L+150 <> L=1250. Gary zal dus op

n—>+x n—+00

termijn 1250 CD’s bezitten.

c) Bewijs dat de rij convergeert door met inductie aan te tonen dat ze stijgt en naar boven begrensd is.

e ¢ =1000<1250 en ¢, <1250 < 0,88-c, <1100 <> 0,88-c, +150 <1250

e ¢ =1030>1000=c,enc,, >c, < 0,88-c,,  +150>0,88-c, +150<=¢,  ,>c,, O



22. De sneeuwvlok van Koch is een meetkundige figuur die een fractaal wordt genoemd. Hij wordt opgebouwd

door op de basisfiguur (een gelijkzijdige driehoek) steeds dezelfde constructie toe te passen: elke zijde van

de figgur wordt in drie gelijke delen verdeeld en op het middelste deel construeer je (buitenwaarts) opnieuw

een gelijkzijdige driehoek).

Op de figuur hieronder zie je de eerste 4 stappen van deze constructie toegepast:

AN LIRS

stap 1 stap 2 stap 3 stap 4

De sneeuwvlok van Koch is de figuur die ontstaat door deze constructie oneindig veel toe te passen.

a)

b)

Bewijs dat de omtrek van deze figuur oneindig groot is.
De omtrek per stap is een meetkundige rij met quotiént g =§ (elke zijde wordt eerst in drie

gehakt en een stukje worden er twee, dus 3 gelijke zijden wordener4: __ => /\_). Deze rij
divergeert naar +o0.
Bereken de totale oppervlakte van de vlok (in functie van de oppervlakte van de eerste driehoek).

Stel dat de oppervlakte van de eerste driehoek 1 is.

1
In de tweede stap komen er 3 driehoekjes bij die 5 zo groot zijn als het eerste driehoekje

(Eigenschap: als een zijde 3 keer kleiner wordt, dan wordt de oppervlakte 3% =9 keer kleiner).
In de derde stap komen er 12 driehoekjes bij die weer 9 keer kleiner zijn, in de vierde stap komen
er 48 driehoekjes bij die weer 9 keer kleiner zijn, enz.

Detotaleoppervlakteis:1+3-l+12-i+48-L+...:1+ y3 :§.
9 81 729 1-4/9 5

De oppervlakte zal dus in totaal slechts met 60% groeien.

(Zie ook: https://www.youtube.com/watch?v=PKbwrzkupaU)




