3) Homogene codrdinaten — het projectieve viak

Homogene codrdinaten van punten in het affiene viak

Voor een punt P met cartesische coordinaten (x,y) in het affiene vlak noemen we elk geordend

X Y
drietal (X, Y,Z) € R’ een stel homogene codrdinaten van P alsgeldt Z #0 A x = ~ AYy=—.

Z

Met elk punt komen dus oneindig veel stellen homogene codrdinaten overeen, want per definitie
bepalen (X, Y,Z) en (tX,tY,tZ), met ¢ € R ), hetzelfde punt.

Omgekeerd komt met elk stel homogene coérdinaten (met Z # 0) precies één punt in het affiene vlak
overeen.

Oneigenlijk punt van een rechte

- x=x+ka
De rechte door B (xl,yl) met richtingsvector R(a,b) heeft als parametervergelijking b
y=ytK.

(met k€R). Een willekeurig punt P van r heeft dus als homogene coérdinaat bijvoorbeeld

P(x,+ka,y, +kb,1), met keR.

X 1
Nemenwe P # P, endus k # 0, dan is ook P(—l +a, A +b, —j een stel homogene codrdinaten van

een punt op die rechte.

Nemen we hierbij de limiet voor k£ gaande naar oneindig dan vinden we lim P=P, (a,b,O). We

k—>+o0

noemen P_ het punt op oneindig van deze rechte (ook soms het oneigenlijk punt van de rechte).

We konden voor R ook een andere richtingsvector nemen, maar dan zouden we een codrdinaat

hebben van de vorm (t.a,t.b), met € R,. Via een analoge redenering hadden we met deze

coordinaat het oneigenlijke punt (ta,tb, 0) gevonden. Net als in de vorige paragraaf is ook hier een stel

homogene codrdinaten slechts op een evenredigheidsfactor na bepaald.

Evenwijdige rechten bepalen dus hetzelfde punt op oneindig.

We voegen bij de verzameling punten van het affiene vlak de oneigenlijke punten van alle rechten toe.

Al deze punten hebben een homogene codrdinaat van de vorm (X, Y,Z) , zoals ingevoerd in de vorige

paragrafen, die op evenredigheid na bepaald is.

Is Z # 0 dan spreken we van eigenlijke (of affiene) punten, is Z =0 dan spreken we van oneigenlijke
punten (punten op oneindig). Al deze punten samen vormen wat we het projectieve vlak noemen.

Merk op dat met de homogene codrdinaat (0, 0, 0) geen punt overeenkomt. Dit is niet gedefinieerd.
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De homogene verqgelijking van eigenlijke rechten

We beschouwen de rechte r in het affiene viak 7 <> ux + vy +w =0, met ﬁ(u =v= 0) .
: - . ¢ Y
Vervangen we de cartesische codrdinaten x en y door respectievelijk ? en E' met Z #0, dan
. X Y . . .
vinden we: u?+v5+ w = 0. Na vermenigvuldiging met Z geeftdit: uX +vY +wZ =0.

Een eigenlijk punt ligt dus op » als en slechts als elk stel homogene codrdinaten (X, Y,Z) een

oplossing is van de vergelijking uX +vY +wZ =0.

Om de oneigenlijke punten te vinden van 7 stellen we in de vergelijking Z =0 . De oplossingen van

deze vergelijking zijn den van de vorm (—t.v, tu, 0). Als t € R, dan zijn dit de stellen homogene

codrdinaten van het punt op oneindig P, van de rechte 7. Als f =0 dan stelt het geen punt voor.

Om die reden noemen we uX +vY + wZ =0 de homogene vergelijking van de rechte r.

De oneigenlijke rechte

De verzameling oneigenlijke punten laat zich beschrijven door de vergelijking Z =0 . We noemen dit
dan ook de vergelijking van de rechte op oneindig.

De rechten van het projectieve vlak zijn dus alle affiene rechten aangevuld met de rechte op oneindig.

Bij afspraak zullen we vanaf nu ook kleine letters gebruiken voor de homogene codrdinaten X,Y en

Z . Op voorwaarde dat er geen verwarring kan ontstaan tussen homogene en cartesische codrdinaten
gebruiken we dus vanafnu x,y en z.

Met elke waarde van u,v,we R, niet alle tegelijk 0, correspondeert dus een projectieve rechte

r <> ux+vy+wz =0. 0ok hier zijn de parameters u, v, w slechts op evenredigheid na bepaald.

Met elk stel homogene codrdinaten, dus met elk projectief punt P(x,y,z) laten we een kolommatrix

X
P =] y | overeenstemmen. We noemen dit weleens de codrdinatenkolom van P .

z
Analoog noemen we P’ = [x y Z] de codrdinatenrij van het punt P .

Met elke rechte r<>ux+vy+wz=0 Ilaten we een coéfficiéntenmatrix U=[u v w]

corresponderen.
Op die manier krijgen we: ux+vy+wz=0U-P=0

We noemen U - P =0 de matrixvorm van de vergelijking van de rechte .
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Homogene vergelijking van andere krommen

De redenering van de vorige paragraaf kunnen we doortrekken naar eender welke kromme (of beter:
vergelijking van die kromme).

Zo is bijvoorbeeld C <> x> +y* —2x+6y+9=0 de cartesische vergelijking van een cirkel. Een
homogene vergelijking van dezelfde cirkel zou dan zijn: C <> x>+ y* —=2xz+6yz+9z” = 0. Het komt
er dus op aan de vergelijking homogeen te makenin x, y en z (elke term van dezelfde graad te maken)

door factoren toe te voegen die machten van z zijn.

Het invoeren van het projectieve vlak heeft één heel belangrijk voordeel. De betekenissen van punten
en rechten zijn compleet evenwaardig geworden. De puntenverzameling en de rechtenverzameling zijn
beiden isomorf met de geordende drietallen die op een veelvoud na bepaald zijn en verschillend zijn

van (O, 0, 0) . Op die manier verliezen de begrippen punt en rechte hun intuitieve inhoud.
Zo gaat door elke twee verschillende punten van het projectieve vlak precies één rechte, en snijden
twee verschillende rechten van het projectieve vlak elkaar in precies één punt.

Het dualiteitsprincipe houdt in dat uit elke eigenschap in verband met punten en rechten onmiddellijk
een andere stelling kan afgeleid worden door de woorden punt en rechte van plaats te wisselen. We
noemen de zo verkregen stelling de duale stelling. Is één van deze stellingen bewezen, dan is
automatisch ook de andere bewezen!

Drie punten B, (xl,yl,zl) , P, (xz,yz,zz) en P, (x3,y3,z3) zijn collineair als en slechts als er een rechte

r <> ux+vy+wz =0 bestaatzodat F, €7, P, er en P, er.Wevinden dan:

ux, +vy, +wz, =0 X »n oz
EI(u,v,w)eR3\{(0,0,0)}: we, +vy, +wz, =0 = |x, ¥, z,|[=0

ux, +vy, +wz, =0 X, Y,z

X y z
De vergelijking van de rechte door F, (xl,yl,zl) en P, (xz,yz,zz), met B=Pis:|x, y z|=0.
X, N &
De duale stelling zegt: de projectieve rechten 7 <> ux+v,y+wz=0, r, < u,x+v,y+w,z=0 en
ul vl Wl
1, <> ux +v,y+w,z =0 zijn concurrent als en slechts als: ju, v, w,|=0.

Uy V3 W

Twee (verschillende) projectieve rechten snijden elkaar altijd in één projectief punt. Ook hier kan onze
kennis van determinanten ons helpen om het snijpunt snel te vinden:
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Steldat 7, <> ux+v,y+wz=0enr, <> u,x+v,y+w,z=0.Als 7; # r, dan geldt:

i W u wm

=>x=A1-

{u1x+vly+wlz=0
ANy=-4:

UX+v,y+w,z=0 v, W, u, w,

Voor elke waarde van 4 € R, vinden we een stel homogene coérdinaten van het snijpunt S .

Vi W,

b

u. wy.

b

u v
Eén van de stellen homogene coérdinaten van het snijpunt S is S[ ! !

j.

Duaal: voor de projectieve rechte r door de projectieve punten £ (xl,yl,zl) en P, (xz,yz,zz) geldt

V, W, U, W U "

XN

X,

Vi

Y 24

r<ux+vy+wz=0,metu= en w=

Zij gegeven twee (verschillende) rechten 7, <> ux+v,y+wz=0 en r, <> u,x+v,y+w,z=0. Dan
is r <> k-(ux+v,y+wz)+m-(u,x+v,y+w,z) =0 (met k en m niet beide 0) een rechte die

door het snijpunt van 7 en r, gaat. We noemen dit een rechtenbundel door het snijpunt.

Duaal: Zij gegeven twee (verschillende) punten Pl(xl,yl,zl) en P, (xz,yz,zz). Danis k-B+m-P,

(met k en m nietbeide 0) een punt van de rechte  door P, en P,.

x=k-x +m-x,

Dit geeft ons de volgende parametervergelijking: ¥ <> <y =k-y, +m-y, (k en m nietbeide 0).
z=k-z,+m-z,

We noemen dit een parametervergelijking van r in twee homogene parameters. Je kan op deze manier

elk punt van de rechte r vinden voor geschikte waarden van k en m (je vindt zelfs elk mogelijk stel
homogene coérdinaten van elk punt).

Stellen we in de parametervergelijking k =1 en m = h dan wordt de vergelijking:
x=x+h-x,
rM\B<oyy=y+hy,.
z=z+hz,

Zoals je in de notatie al ziet vind je op die manier niet alle punten van de rechte, maar enkel de punten

verschillend van P, . Je vindt ook per punt maar één stel homogene codrdinaten. We noemen dit de

parametervergelijking van de rechte met één niet-homogene parameter /.

Op analoge wijze kan je ook rechtenbundels door een punt beschouwen waarbij je slechts één niet-
homogene parameter gebruikt. Hierbij zal dus ook één rechte uit de bundel niet terug te vinden zijn.
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De punten op oneindig van een kromme K vind je door in de homogene vergelijking van die kromme
z =0 te stellen (je zoekt dus eigenlijk de snijpunten van C met de rechte op oneindig).

2 2

Voorbeeld 1: Zoek de punten op oneindig van de hyperbool H <> % —% =1.
x2 y2
De homogene vergelijking is H <> ? —? =z, We lossen de vergelijking op met z=0:
Xy x y)(x .,y X_y x_ ¥y
——— =0 |- || =+ =0 —== v—=—=—
4 9 2 3)2 3 2 3 2 3

Stellen we x =2 (homogene codrdinaten zijn toch slechts op een evenredigheid na bepaald), dan

vinden we dus als oneigenlijke punten de punten B, (2,3,0) en P, (2, —3,0) . Het is eenvoudig na te

rekenen dat dit (uiteraard) ook de oneigenlijke punten zijn van de asymptoten van H .

De homogene vergelijking is C <> x* +y* —4xz+6yz+12z> =0. Stellen we hier z =0 dan krijgen
we de vergelijking x*+ y2 =0, diebinnen R enkel (0, 0) als oplossing heeft, maar dat geeft ons geen

homogene codrdinaat van een punt.
We besluiten dat de cirkel geen reéle oneigenlijke punten heeft.

Maar, als we complexe getallen zouden toelaten als de codrdinaten van een punt, dan zijn de punten

B (1,1',0) en P, (1, —i,O) de oneigenlijke punten van deze cirkel (en ook van elke andere cirkel).

We gaan in het volgende hoofdstuk dieper in op deze imaginaire punten.
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4) Imaginaire punten en rechten

Imagqginaire punten van een kromme

Tot hier toe hebben we geéist dat de codrdinaten van punten die voldoen aan een vergelijking altijd
reéel moesten zijn. We kunnen dit echter op natuurlijke wijze uitbreiden naar de complexe getallen.

Zo ligt het punt met homogene coérdinaat (5,3i,1) bijvoorbeeld op de cirkel C <> x* + y*> =16z>.

Het nut van het bekijken van imaginaire punten (en krommen) is dat er bij bepaalde redeneringen
minder ‘speciale gevallen’ zullen zijn. Zo snijdt een rechte een cirkel ofwel in twee reéle punten, ofwel
in één reéel punt (twee samenvallende punten), ofwel in geen reéel punt. Beschouwen we ook
imaginaire punten dan kan je zeggen dat elke rechte elke cirkel snijdt in twee (al dan niet
samenvallende) punten.

Imaginaire punten

Een puntis eenimaginair punt als erin elk mogelijk stel homogene codrdinaten minstens één coérdinaat
niet zuiver reéel is. Een imaginair punt kunnen we niet aanduiden in ons assenstelsel dat slechts
tweedimensionaal is. De homogene codrdinaat van een projectief punt is dus slechts op een complexe
evenredigheidsfactor na bepaald.

Toegevoeqd imaginaire punten

Twee imaginaire punten noemen we toegevoegd imaginair als en slechts als we voor beide punten een
stel homogene codrdinaten kunnen vinden waarvan de overeenkomstige codrdinaten complex
toegevoegd zijn.

Zo zijn Pl(3,1+i,—i) en Pz(—3i,—1—i,1) toegevoegd imaginaire punten, want een ander stel

homogene coérdinaten voor £ is bijvoorbeeld (31', —1+1, 1) (de evenredigheidsfactor is 7).

Imagqginaire rechten

Ook de coéfficienten van rechten kunnen we complex beschouwen. Zo is bijvoorbeeld de rechte
a <> 3x+2iy—z =0 eenimaginaire rechte.

Een projectieve rechte heet imaginair als elke mogelijke vergelijking van die rechte bestaat uit
coéfficiénten waarvan er minstens één niet zuiver reéel is.

Toeqgevoeqd imaginaire rechten

Duaal aan de toegevoegd imaginaire punten kunnen we toegevoegd imaginaire rechten definiéren als
rechten waarvoor er homogene vergelijkingen bestaan waarvan de overeenkomstige coéfficiciénten
complex toegevoegd zijn. De rechte die imaginair toegevoegd is aan de rechte a uit de vorige paragraaf
is de rechte b <> 3x—-2iy—z=0.
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Enkele stellingen in verband met imaginaire punten en rechten

Stelling @: Door twee verschillende reéle punten gaat één reéle rechte.
Stelling @: Twee verschillende reéle rechten snijden elkaar in één reéel punt.

Bewijs: Dit volgt onmiddellijk uit de voorgaande hoofdstukken. Denk eraan dat we in het
gecompleteerde vlak werken (dus twee evenwijdige rechten snijden elkaar in een oneigenlijk punt).

Stelling @: Door twee toegevoegd imaginaire punten gaat juist één reéle rechte.
Stelling ®: Twee toegevoegde imaginaire rechten snijden elkaar in een reéel punt.
Bewijs: Stel A (xl +X,0, ¥, + V.1, Z, +Zzi) en P (xl —X,0, ¥, — Wi, 2, —Zzi) zijn de toegevoegd

imaginaire punten, met x,,X,,¥,,,,Z,,Z, € R. Dan geldt voor de rechte FP,:

X y z Ry+Ry X y z R+, | X y z
2 i
BP, & x +x0 y+y,i z,+z0=0 & | X b2 z, |=0 & |x, » z]|=0
X=Xl =W 2z X=Xl V=Wl 2~ 2, X, M 4

Dit is een vergelijking met uitsluitend reéle coéfficiénten. De rechte R P, is dus reéel.

Stelling ®: Op een imaginaire rechte ligt juist één reéel punt.
Stelling ©®: Door een imaginair punt gaat juist één reéle rechte.

Bewijs: Dit punt is het snijpunt van de imaginaire rechte en haar toegevoegde. Mocht er nog een ander
reéel punt op de rechte liggen dan was het een reéle rechte (stelling @).

We noemen een kromme reéel als en slechts als ze oneindig veel reéle punten bevat.

We noemen een kromme imaginair als en slechts als ze geen of een eindig aantal reéle punten bevat.
. 2 2 . . . .

De cirkel C <> x™ +y~ —2x+1=0 is een voorbeeld van een imaginaire kromme.

Belangrijke opmerking: we spreken af dat we bij vergelijkingen van krommen die geen rechten zijn enkel
reéle coéfficiénten zullen toelaten.

Ten opzichte van een orthonormaal assenstelsel noemen we de oneigenlijke punten P(l,i, 0) en

Q(l, —i,O) de isotrope punten. Rechten die door deze punten gaan noemen we isotrope rechten. De

richtingen bepaald door deze rechten noemen we de isotrope richtingen.
¥+y =0 x’ —(yi)2 =0 (x+yi)(x—yi) =0. We spreken hier van een ontaarde cirkel

omdat de cirkel de unie is van twee imaginaire rechten 7 <> x+iy =0 en r, <> x—iy =0. Dit zijn

isotrope rechten.
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5) Coordinatentransformaties

In cartesische codrdinaten

Een assenstelsel is volledig bepaald door een oorsprong en een stel eenheidsvectoren (die geen
veelvoud zijn van elkaar). We gaan nu na wat de invloed is op de coérdinaten als we het assenstelsel
veranderen. Merk op dat we hierbij eerst in cartesische (niet-homogene) coérdinaten werken.

Noem het oorspronkelijk assenstelsel O, E|, E, (met x-as en y-as) en het nieuwe assenstelsel

OE',E', (met x'-asen y'-as).

We gaan ervan uit dat de koppels coérdinaten van O', E', en E', gegeven zijn ten opzichte zijn van

het oorspronkelijk assenstelsel, en stellen: O'(xo,yo), E—'l(al,bl) en E—'z(az,b2 )

Dan geldt per definitie:

OP =00+ O'P=00'+x'"O'E' +y' O'E",
Met puntvectoren wordt dit:
13:5'+x'(E—'1—5')+y'(E—'2—5')

Voor de codrdinaten geldt dan:

xzx'(a1 —x0)+y'(a2 —x0)+x0

y=x"(b=y,)+y"(b,=¥y)+ ¥,

= = a X X a; x
O E; 0

In homogene codrdinaten

We kunnen hierbij uitgaan van de cartesische codrdinaten en eisen dat de derde codrdinaat (z)
onveranderd blijft (we spreken in dat geval van een affiene codrdinatentransformatie). We krijgen dan
in codrdinaten en in matrixnotatie:

X=x'(al—xo)+y'(a2—x0)+xoz' X a,—x, a,—x, X, | |x'
y=X'(b1—yO)+y'(b2—yo)+yoz' S |\yi=lb=y, b=y, Y |'|y'| & P=M-P
z=2z' z 0 0 1 z'

a =X, dy,=X, X

We noemen M = b -y, b,—y, ¥, | detransformatiematrix. Merk op dat M regulier is, want:

0 0 1
h=X B X K| (B G Ko
detM =\b,—y, b=y, ¥ o b, b, y,/#0,omdat O, E, en E, niet collineair zijn.
0 o 1| 1 11
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We kunnen dus ook besluitendat P=M -P' < P'=M"'-P.

De eerste formule is handig als er een nieuwe vergelijking van een kromme moet gevonden worden. De
tweede vergelijking is handig als de nieuwe codrdinaat van een punt moet gezocht worden.

Verschuiving (translatie) van het assenstelsel:

Een coodrdinatentransformatie heet een verschuiving (of translatie) met

vector v alsenslechtsals OO'=EE, = E,E, = V.

Stellen we, ten opzichte van het oorspronkelijke assenstelsel, dat

O'(xo,yo), dan geldt uiteraard dat E, (xo +1, yo) en E, (xo,y0 +1),

%o

De transformatiematrix is M, =

S O =
S = O

1 0
Vo ,metM;1= 0 1 -y
1 0 0

xX=x"tx,

In cartesische codrdinaten zijn de transformatieformules ook eenvoudig: { ' .
y=y+x

. b
X=x-——
. .. 2a
De transformatieformules zijn dan 5 .
., —b"+4ac
=Y 4a
~b’+4 bY b
We krijgen dus P(—)y'+—acza x'—-—— | +b| x'—— |+c & y'za)c'2
4a 2a 2a

vergelijking van H <> x> — y*> +8x -3y —1=0 verdwijnen.

De nieuwe vergelijking wordt H(—)(x'+x0)2—(y'+y0)2+8(x'+x0)—3(y'+y0)—120, of na

vereenvoudiging H(—)x'z—y'2+(2x0 +8)x'— (2, +3)y'+x§ —y5 +8x,-3y,-1=0.
Stellen we hierin dus x, = —4 en y, =—3/2, dan wordt dit H <> x"”—y“-95/4=0.

Het punt met (oorspronkelijke) co6rdinaat (—4,—3/2) is dus het middelpunt van de hyperbool H .

We zullen later bewijzen dat het met behulp van een verschuiving altijd mogelijk is om de termen in x
en y uit de vergelijking van een tweedegraadskromme weg te werken (op een speciaal geval na).
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Draaiing (rotatie) van het assenstelsel

Een draaiing heeft enkel zin als we hoeken kunnen definiéren dus als we 7 IV
werken in een Euclidisch assenstelsel. e »E
7 2 . L /
Een codrdinatentransformatie heet een draaiing (of rotatie) over een hoek Bd\ o L ! :
a als en slechts als: :
[ &
-0 _ ' _ ' ' " i
0=0',|0E|=|0E|, |OE,|=|OE,| en EOE, = E,0F, =a. 0 5

Met behulp van elementaire goniometrie vind je eenvoudig dat, ten opzichte van het oorspronkelijke

assenstelsel: 0'(0,0), E, (cosa,sina) en E{cos(a +§j,sin(a +%D =E,(-sina,cosa).

cosaa -sina O cosaa sina O
De transformatiematrixisdan M, =|sina cosa 0 |, met M;l =|—-sina cosa O0].
0 0 1 0 0 1

. . . ) ~ |x=x".cosa—y'.sinx
In cartesische codrdinaten zijn de transformatieformules ook eenvoudig: L ' .
y=x'.sma+y'.cosx

draaien om een hoek van 45°?

. 2
x=x".cos45°— y'.sin45° =7(x'—y')
De transformatieformules zijn . De vergelijking wordt:

. 2
y=x".sin45°+ y'.cos45° =7(x'+y')

K(—)[g(x'—y')jz +2[g(x'—y')j[g(x'+y')jn{%(x%y')jz +g(x'—y')—g(x'+y')=0

<—>%(x'2—2x'y'+y'2)+x'2—y'2+%(x'2+2x'y'+y'2)—\/Ey'=0

(—)2x'2—\/§y'=0, of dus nog: IC(—)y'zx/Ex'z

We zullen later bewijzen dat het met behulp van een draaiing altijd mogelijk is om de term in xy uitde

vergelijking van een tweedegraadskromme weg te werken.

Metrische cobrdinatentransformaties

Coordinatentransformaties waarbij georthonormeerde assenstelsels omgezet worden in andere
georthonormeerde assenstelsels noemen we metrische codrdinatentransformaties. Het is duidelijk dat
translaties en rotaties voorbeelden zijn van metrische codrdinatentransformaties. Ook samenstellingen
van rotaties en translaties blijven uiteraard metrisch.

Voeren we eerst een rotatie uit met hoek & gevolgd door een translatie met v(xo,yo), dan wordt de

transformatiematrix (en zijn omgekeerde) gegeven door:
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cosa —sina X, cosa sina —x,cosa—y,sina
. -1 . .
M=M,6 M, =|sma cosa y,|,enM =|-sina cosa X,sina—y,cosa
0 0 1 0 0 1

Je rekent eenvoudig na dat geldt det M =detM ' =1.

Ook de codrdinatentransformatie waarbij x en y van rol wisselen is metrisch (dit is een spiegeling).

Metrische cooérdinatentransformaties die een samenstelling zijn van enkel translaties en rotaties
noemen we direct. Hiervoor geldt dus zoals bewezen det M =1. De anderen noemen we indirect
(daarbij is dus ook eens de rol van x en y verwisseld).

Je kan bewijzen dat elke directe metrische codrdinatentransformatie kan gegeven worden door een

matrix van de vorm M, en elke indirecte door een matrix van de vorm M, ,, met

cosa —sina X, —sina cosa X,
M, =|sina cosa y,|enM,,=| cosa sina y,|,waarbija,x,,y,eR.
0 0 1 0 0 1

Voor indirecte metrische coérdinatentransformaties geldt dat detM =—1.

De matrixvergelijking van een homogene rechte r <> ux+vy+wz =0 noteerden we als U-P =0,

x
metU=[u % w]enP: y

z

Voeren we een codrdinatentransformatie uit met transformatiematrix M , dan wordt P omgezet in
M - P'. De vergelijking van de rechte wordt dan U-(M-P') = 0<:>(U-M)-P'=0<:> U'-P'=0.

Hierbij wordt de nieuwe coéfficiéntenmatrix van » dus gegevendoor U'=U -M .
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6) Kegelsneden

Algebraische en transcendente krommen

Een kromme K <> F(x, y,z) =0 heet algebraisch van graad n als en slechts als we haar vergelijking

kunnen schrijven als een homogene veelterm van graad n in x,y en z. Een kromme die niet

algebraisch is heet transcendent.

Rechten zijn algebraische krommen van de eerste graad.

Een kegelsnede definiéren we dan algemeen als een algebraische kromme van de tweede graad.
Een kegelsnede K heeft dus een homogene vergelijking van de vorm:
K< ax’+a'y* +a"z> +2byz+2b'xz+2b"xy =0.
In cartesische codrdinaten wordt dit (stel z=1): K <> ax’ +2b"xy+a'y’ +2b'x+2by+a"=0.

Twee belangrijke opmerkingen:

e De coéfficiénten van de kegelsnede zijn slechts op een evenredigheidsfactor na bepaald.
e Elke kegelsnede bevat oneindig veel punten. Deze kunnen eigenlijk, oneigenlijk, reéel en
imaginair zijn.

Ontaarde krommen

We noemen een algebraische kromme ontaard als haar vergelijking kan ontbonden worden in factoren
van lagere graad.

Als geldt dat IC <> F(x,y,z) =0=oKLeF (x,y,z)-F2 (x,y,z) =0 dan spreekt het voor zich dat
PeKo PeK vPek,, met K < F(x,y,z)=0en K, <> F,(x,,2)=0.
We zeggen dat K ontaardisin K en K, en noemen K en K, de componenten van K.

Affiene kegelsneden

We noemen een kegelsnede dffien als en slechts als de oneigenlijke rechte geen component ervan is.

IC is niet-affien als K, <> z=0 een componentisvan K, dusals a=a'=b"=0. In dat geval zou

dan K< a"z’ +2byz+2b'xz=0<:>z(a"z+2by+2b'x) =0.

Partiéle afgeleiden

De partiéle afgeleide F; (x, y,z) van een functie F(x, y,z) naar x vind je door in het voorschrift van
de functie y en z als constanten te beschouwen en af te leiden naar x. Analoog definieer je de andere

partiéle afgeleiden Fy (x, y,z) en FZ (x, y,z) .

Voor een kegelsnede C met F(x,y,z) =ax’+a'y’ +a"z’ +2byz+2b'xz +2b"xy wordt dit:
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. F);(x,y,z)=2ax+2b'z+2b"y=2(ax+b"y+b'z)
. Fy'(x,y,z)=2a’y+2bz+2b"x=2(b"x+a'y+bz)
. E(x,y,z)=2a"z+2by+2b'x=2(b'x+by+a"z)

Matrix van een kegelsnede

Met elke kegelsnede K <> ax’+a'y’ +a"z’ +2byz+2b'xz+2b"xy =0 laten we nu een matrix C

corresponderen, met op de rijen de coéfficiénten van de (vereenvoudigde) partiéle afgeleiden:

a b" b
C=|b" a" b
b'" b a"

Deze definitie aanvaarden we ook voor kegelsneden in cartesische coordinaten.

Het is eenvoudig na te rekenen dat P(x,y,z) ek P -C-P=0,want:
a b" b'||x ax+b"y+b'z

P-C-P=[x y z|-|b" a' b ||y|=[x y z]|b"x+a'y+bz
b' b a"||z

=ax’+a'y’ +a"z> +2byz +2b'xz+2b"xy

b'x+by+a"z

We noemen P'-C-P =0 de matrixvorm van de vergelijking van een kegelsnede.

Enkele eigenschappen van de vergelijking van een kegelsnede

Zij gegeven twee punten P, (xl,yl,zl) en P, (xz,yz,zz) en de kegelsnede K <> F(x, y,z) =0, met

F(x,y, z) =ax’+a'y’ +a"z’ +2byz+2b'xz +2b"xy . De volgende eigenschappen laten zich heel

eenvoudig (maar met een beetje rekenwerk) bewijzen:

X 'F)ﬁ(xz,yz,Zz)erl -I*ﬂ}',()cz,)/z,zz)Jrz1 'F:(xzayzazz) In matrixvorm:
I P-C-B=F-CP
2 'F;(xl’yl’zl)—i_yZ 'Fy(xl’yl’zl)""zz 'Fz(xlaJ/laZl) |

We tonen eerst aan dat de matrixvorm wel degelijk klopt door te bewijzen dat:

X F (%), ,.2,)+ 0, -Ii:(xz,yz,zz)Jrzl -F.(x,,9,,2,) =2-F'-C- B, en anderzijds analoog

'

X, F(x,0.2)+ - F (%,5,2)+2,-F.(x, 9,2 )=2-B -C-F, . We berekenen eenvoudig:

y
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E;(xzayzazz)
LL:xl'F;c(xzayzazz)+y1'Fy(xz:yzazz)+zl'Fz(xzayzazz)=[x1 N Zl]' Fy(xz:yzazz)

F(%,,,,2,)
Fx(xz,yz,zz) 2ax,+2b"y,+2b'z,
=[x1 y, oz ] F} (xz,yz,zz) —[xl Y zl]- 2b"x, +2a'y, +2bz,
Fz()cz,yz,z2 2b'x, +2by, +2a"z,
b" X,
=[x » 2]2 " a |y, |=2-B-C-P,
Z
Merk nuop dat B’ -C- P, een 1x1-matrix is en dus gelijk aan zijn getransponeerde, zodat:

P'-C-P, =(Pl’ -C-Pz)[ =P/ -C'-P =P -C-F, (C iseen symmetrische matrixdus C =C"). o

X Ec (xlay1’21)+y1 F} (xlay1’21)+21 F; (xl’yl’zl) = 2'F(x1ay1’21)
Bewijs: Uit het eerste deel van het vorige bewijs volgt (met £, = P, ) onmiddellijk dat:

X 'F;(xlaylazl)"'yl 'F;(xlaylazl)"'zl 'F:(xl’yl’zl)zz'})lt 'C'Pl :2'F(x1ay1’21) o

F(kx, +mx,,ky, +my, kz +mz,)

|
kzF(xlay1a21)+km(x1 'E;(xzayzazz)+y1 'F}Z(xzayzazz)+zl 'E(xzayzazz))+m2F(xzayzazz)

In matrixvorm: (kB +mP,) -C-(kB +mP,)=k’B' -C-F,+2kmP, -C-P,+m’P, -C-P,.

Bewijs: Dat de matrixvorm equivalent is met de eerste uitspraak volgt uit het voorgaande. Er geldt:

(kB +mP,) -C-(kP,+mP,) =(kB' +mP, )-C-(kB,+mP,)
=k’P'"-C-B+kmP'-C-B,+mkP,-C-P+m’P-C-P,
=k’P'-C-P +2kmP'-C-P,+m’P, - C- P, (verwisseling der indices) O

De kenmerkende getallen van een kegelsnede

a b” bl
Zij K een kegelsnede met matrix C=|b" a' b
bl b a”
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a b” bl
We definiéren de kubische discriminantvan IC als A=detC =" a' b].

b' b a"
a bH
De kwadratische discriminant van K definiéren we als & = b e
a

Verder definiéren we ook nog het getal 77 (éta) n =a+a'.

De vergelijking van een kegelsnede na een coordinatentransformatie

De matrixvergelijking van een kegelsnede noteerdenwe als P'-C-P=0.

Voeren we een codrdinatentransformatie uit met transformatiematrix M , dan wordt P omgezet in
M - P'. De vergelijking van de kegelsnede wordt dan:
(M-PY)-C-(M-P')=0&P"-M'-C-M-P'=0< P"-(M'-C-M)-P'=0.

Ten opzichte van het nieuwe assenstelsel heeft de kegelsnede dus als matrix C, = M'-C-M.

Per afspraak noteren we van K de matrix, de coéfficiénten en de kenmerkende getallen met
onderindex 1 in plaats van met een accent ‘. Dit om verwarring bij de coé&fficiénten te voorkomen.

Stelling: Voor de kubische discriminant A van een kegelsnede KU met matrix C geldt na het uitvoeren
2
van een codrdinatentransformatie met matrix M dat A, =A- (detM) .

Bewijs: A, =det C, =det(M'-C-M)=detM'-detC-detM =det M -A-det M =A-(det M)’ o
Gevolg: Na het uitvoeren van een metrische coérdinatentransformatie geldt dat A, = A..
De coéfficiénten van een kegelsnede zijn slechts op een evenredigheidsfactor k£ na uniek bepaald. Als

je alle coéfficiénten met een factor k € R, vermenigvuldigt dan wordt de kubische discriminant

vermenigvuldigd met k* . Hetal dan niet nul zijnvan A wordt hier ook niet door beinvioed. We noemen
het al dan niet nul zijn van A een projectieve invariant.

Stelling: Voor de kwadratische discriminant & van een kegelsnede K met matrix C geldt na het
uitvoeren van een affiene codrdinatentransformatie met matrix M dat J, = 5-(detM)2.
4G =Xy =X X
Bewijs: Voor affiene codrdinatentransformaties geldtdat M =| b, -y, b,—y, ¥, |.Ergeldtdus:
0 0 1

a-x, b-y, O0||a b" b'||a-x, a,—x, X,
C=M'-C-M=|a,-x, b~y, O-|b" a" b ||b-y, b~y ¥
X, Yo 1|5 b a" 0 0 1
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De nullen in deze vermenigvuldiging zorgen ervoor dat de elementen a,,b en a, van C, enkel

beinvlioed worden door de elementen die zowel in de eerste twee kolommen als rijen van C en M
staan. Zo krijgen we dus voor die elementen:

CoM-CM a, b _{al—xo bl—yo]{a b"]{al—xo az—xo}
1 = " [ *
b"

1' a a,-x, b,—y, a'||b-y, b,—y,

Van beide leden de determinant nemen geeft: 6, =det M’ -J-detM < 5, = 5-(de‘[M)2 .0

Gevolg: Na het uitvoeren van een metrische codrdinatentransformatie geldt dat 6, =o' .

De coéfficiénten van een kegelsnede zijn slechts op een evenredigheidsfactor k£ na uniek bepaald. Als

je alle coéfficiénten met een factor k € R, vermenigvuldigt dan wordt de kwadratische discriminant

vermenigvuldigd met k* . Het teken van & wordt hier ook niet door beinvioed. We noemen het teken

van 0 een affiene invariant.
Stelling: Voor het kenmerkend getal 77 van een kegelsnede K met matrix C geldt na het uitvoeren van
een metrische codrdinatentransformatie met matrix M dat 77, =177.

Bewijs: Hier is het bewijs voor directe metrische codrdinatentransformaties. Indirect verloopt analoog.

Per definitie weten we dat 77, = @, + q, . Uit het vorige bewijs weten we dat:

, a, b cosa sina|[a b"|[cosa -sina]
C=M"-CM < = . . . Uitwerken geeft:

. a, | |-sina cosa||b" a'||sina cosa

o a =(acosa+b"sina)cosa+(b"cosa+a'sina)sina
=acos’ a+2b"sina cosa +a'sin’ a
o g =(-asina+b"cosa)(—sina)+(-b"sina+a'cosa)cosa

=asin’* @ —2b"sinacosa +a'cos’ a
Hieruit volgt direct dat 7, =a, +a, = a(cos & +sin’ 0:)+a'(sin2 a +cos’ a) =a+a'=n.o

De coéfficiénten van een kegelsnede zijn slechts op een evenredigheidsfactor k£ na uniek bepaald. Als
je alle coéfficiénten met een factor k € R, vermenigvuldigt dan wordt ook 77 er mee vermenigvuldigd.
Het al dan niet nul zijn van 77 wordt hier niet door beinvloed. We noemen het al dan niet nul zijn van 7

een metrische invariant.

Een kegelsnede is een algebraische kromme van de tweede graad. Een ontaarde kegelsnede is dus per
definitie de unie van twee algebraische krommen van de eerste graad: rechten.

Een rechtenpaar door de oorsprong

We beschouwen twee verschillende rechten die door de oorsprong gaan. Stel 7, <> u,x+v,y =0 (met

u, en v, niet beide nul) en 7, <> u,x+v,y =0 (met u, en v, niet beide nul).
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Dan geldt dus K=ruUr <> (ux+v,y)(u,x+v,y)=0 of nog K<«>ax’+2b"xy+a'y’ =0,
waarbij a =uu,, 2b" =uv, +u,v, en a'=vv, . Hierbij zijn dus ook a,a' en b" nietallen nul.

Omgekeerd kunnen we een vergelijking van de vorm K <> ax” + 2b"xy+a 'y2 =0 altijd schrijven in

de vorm K <> (ulx + vly)(uzx + vzy) =0 door te ontbinden in factoren (eventueel imaginair).

We bepalen de rico’s van het rechtenpaar 7; Ur, aan de hand van deze eenvoudige redenering:
m is de richtingscoéfficiént is van een van de componenten van C
< m isdericovan , of m isdericovan 1, < R(1,m)er, v R(lm)er,
= (l,m) is een oplossing van u,x+v,y =0 of van u,x+v,y =0
. . _ 2 " 1.2
= (l,m) is een oplossing van (u1x+v1y)(u2x+v2y) =0 endusookvan ax” +2b"xy+a'y” =0
Sa+2b"m+a'm’ =0.
Als a'=b"=0 dan zullen beide componenten samenvallen met de y -as.

Als a'=0 en b" # 0 danis dit een eerstegraadsvergelijking met één reéle oplossing voor m . De andere
component zal dan samenvallen metde y -as.

Als a'+# 0 is dit een vierkantsvergelijking met twee (al dan niet verschillende) oplossingen voor m (in

C) en met als discriminant (2b")2 —4aa'= —4(aa'—b"2) =—4¢ . We kunnen dan besluiten:

* 6<0 < m,m,eR en m #m, < 1 en r, zijn twee verschillende reéle rechten.

& K heeft twee verschillende reéle punten op oneindig.

* =0 < m=m,eR< 1 en r zijnsamenvallende reéle rechten.

< K heeft twee samenvallende reéle punten op oneindig.
* 0>0 < m, en m, zijn complex toegevoegd < 7 en r, zijn toegevoegd imaginaire rechten.
< K heeft twee toegevoegd imaginaire punten op oneindig.
Merk op dat deze conclusies ook blijven gelden als @' =0 (rekening houdend met het voorgaande).

Stelling: in een orthonormaal assenstelsel zullen de componenten 7, en 7, van de ontaarde kegelsnede
K <> ax”+2b"xy+a'y* =0 loodrecht op elkaar staan als en slechts als 7 =0.

a
Bewijs:inhetgeval a'#0: m-m,=-1 —=-l<a=-a"a+a'=07=0.

a

In het geval dat a'=0 valt één van de rechten 7 of 7, samen met de y-as. Dan zal 7, L7, als en
slechts als de andere rechte samenvalt met de x-as. Dus in dat geval moet K <> xy = 0. Maar dan is

a=a'=0endusp=a+a'. 0
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Een dubbelpunt van een ontaarde kegelsnede is elk gemeenschappelijk punt van de componenten.

Vermits een ontaarde kegelsnede bestaat uit twee rechten heeft een ontaarde kegelsnede ofwel één
dubbelpunt (als de componenten verschillend zijn) ofwel oneindig veel (als de componenten
samenvallen).

Stelling: D(xo,yo,zo) is een dubbelpunt van K <> F(x, y,z) =0

0
F;;(x()ayoazo) =F;(x0,y0,20) =E(x0,y0,zo) =0
Bewijs: “U ” De kegelsnede is ontaard dus stel F(x,y,z) = (ulx +vy+ wlz)(uszrvzy + wzz) .
Dan geldt voor de partiéle afgeleide F; (x, Vs Z) =u, (uzx +v,y+ wzz) +u, (ulx +v,y+ le) .
Per definitie ligt D op beide componenten, dus krijgen we:
F. (X0, Yoo 2o ) =t (1% +v, 00 + W2y )+t () + Yy + W2 ) = 14,0 +14,.0 =0
Volledig analoog leiden we af dat ook F} (xo,yo,zo) =0en F, (xo,yo,zo) =0.

“f1 7 Als F; (xo,yo,zo) = Fy (xo,yo, ZO) = FZ (xo,yo,zo) =0 dan geldt wegens de stelling van Euler:

1 , , ,
F(xo,yo,zo)=5(xo .F:c(‘XO’yO’ZO)+yO 'Fy(xoaJ’o’Zo)"'Zo -F, (xoaJ’o’Zo)):OC:’D(xoaJ’o’Zo) ek

Neem nu een willekeurig ander punt van X, noem dit punt P, (xl,yl,zl) . Een willekeurig punt P van

de rechte DF, wordt gegeven door: P(kxo +mx,,ky,+my, kz, + mzl), met k,m e R (niet beide

nul). De formule van Taylor leert ons dan dat ook voor dit punt P geldt:
F(kxy+mx,,ky, +my, kzy+mz,)
=k2F(x0,y0,zo)+km(xl F, (xoayoazo)+y1 .F); (xoay0’20)+21 'F:(xoayoazo))+m2F(x1ay1’21)
=k*.0+km(x.0+y,.0+2.0)+m*.0=0 < Pek
Alle punten van DP liggen dus op K. Met andere woorden: DP is een component van K.

Bestaat er nog een punt P, € L\ DP, dan kunnen we analoog aantonen dat ook DF, een component
moet zijn van K. In dat geval is D het gemeenschappelijk punt van beide componenten DP, en DP,

en dus het enige dubbelpunt van .

In het andere geval moet /C bestaan uit twee samenvallende componenten DP . Dan is elk punt van

DPF, (endus ook D zelf) een dubbelpunt o
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Voor een kegelsnede C <> F(x, y,z) =0 geldt: I isontaard < A=0.

Bewijs: K is ontaard <> K heeft een dubbelpunt D(x,, ¥,,Z,)

x0ayo’Zo) (xoayoazo) F:(xo’yoazo)zo

E(
2(a +b"y, +b' Zo)=0 ax+b"y+b'z=0
& 92(b"x,+a'y,+bz,)=0 < b"x+a'y+bz =0 heeft (x,,,,2,) als oplossing
(

2(b'x,+by,+a"z,)=0 b'x+by+a"z=0

a b" bV
< b" a' b|=0 (want (xo,yo,zo);t(0,0,0)) o
bV b a"

Classificatie van de ontaarde kegelsneden

Beschouw de kegelsnede K <> ax’ +a'y’ +a"z’ +2byz+2b'xz+2b"xy =0.

We zoeken van deze kegelsnede de punten op oneindig. Daartoe lossen we het stelsel op:

{ax2 +a'y’ +a"z’ +2byz+2b'xz+2b")cy:0<:>{ax2 +2b"xy+a'y* =0
z=0 z=0 .

K heeft dus dezelfde punten op oneindig als R <> ax”+2b"xy+a'y* =0. Dit is een rechtenpaar

door de oorsprong (wat we eerder al uitvoerig bespraken).

Geval1l: 6 <0

In dat geval heeft R en dus ook I twee verschillende reéle punten op oneindig. De componenten van
KC zijn dus twee niet-evenwijdige rechten die elkaar snijden in het dubbelpunt van . Om dit
dubbelpunt te vinden kunnen we affien werken (stel z =1) en lossen we het volgende stelsel op:

a bH
bH aV

0.

. Ditis een stelsel van Kramer want & =

F, (X0, %,,1)=0 - {axo +b"y,+b'=0
Fy' (xo,y0,1)=0

b"x,+a'y,+b=0

Dit stelsel heeft een unieke reéle oplossing: Dit geeft het reéle eigenlijke dubbelpunt D(xo,yo,l) .

De componenten zijn dus twee verschillende niet-evenwijdige reéle rechten.

Geval2: 6 >0

In dat geval heeft R en dus ook K twee toegevoegd imaginaire punten op oneindig. De componenten
zijn dus twee niet-evenwijdige rechten die elkaar snijden in het dubbelpunt van /C. Dit dubbelpunt
kunnen we op dezelfde manier vinden als in geval 1. Het is dus ook eigenlijk en reéel.

De componenten zijn dus twee niet-evenwijdige toegevoegd imaginaire rechten.
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Geval3a: 0=0ena=a'=b"=0

In dit geval is KC zoals eerder al gezien een niet-affiene kegelsnede en is de oneigenlijke rechte een
component.

In dat geval heeft R en dus ook K twee samenvallende reéle punten op oneindig. De componenten
van KC zijn dus twee evenwijdige rechten die elkaar snijden in een reéel oneigenlijk dubbelpunt (of
samenvallen —in dat geval zijn alle punten van de kegelsnede dubbelpunten).

Ook niet-ontaarde kegelsneden K <> ax”+a'y’ +a"z> +2byz+2b'xz+2b"xy = 0 zullen dezelfde

punten op oneindig hebben als het rechtenpaar door de oorsprong R <> ax’ +2b"xy+a'y> =0

(zoals we aantoonden bij ontaarde kegelsneden).

We berekenen de punten op oneindig van de gekende kegelsneden in hun standaardvorm:

e De parabool P <> y* =2px: hierbijis 6 =0.1-0° =0.

P heeft dus twee samenvallende punten op oneindig.
2 2 1

Y

1
e Deellips 5(—)x—2+—2:1:hierbijis o=—- 0°>0.
a b a

n
& heeft dus twee toegevoegd imaginaire punten op oneindig.
2 2
Xy I 1 -1 5
e De hyperbool H <> — —=—==1:hierbijis 6 =—-——-0"<0.
a* b’ a’ b

‘H heeft dus twee verschillende reéle punten op oneindig.

Om die reden definiéren we het volgende (dit geldt zowel voor ontaarde als niet-ontaarde kegelsneden)
voor affiene kegelsneden:

0>0< K iselliptisch, 6 <0< I ishyperbolisch, ¢ =0< K is parabolisch.

Via transformaties een kegelsnede in zijin standaardvorm brengen

We gaan er hier van uit dat de kegelsnede C niet-ontaard en dus affien is. Ontaarde kegelsneden
werden reeds behandeld. We gaan er bovendien van uit dat we in een georthonormeerd assenstelsel
werken. Omdat /C affien is kunnen we in cartesische codrdinaten werken (z =1). We stellen dus:

K< ax>+2b"xy+a'y* +2b'x+2by+a"=0

de vergelijking van een kegelsnede wegwerken.

xX=x"+x
Bewijs: Na een translatie van het assenstelsel met transformatieformules { ' 0 krijgen we:
y=y+xy
K< a(x'+x0)2 +2b"(x'+x0)(y'+y0)+a'(y'+y0)2 +2b"(x'+x,)+2b(y'+ y,)+a"=0
© ax'2+2b"x'y'+a'y'2+2(ax0 +b"y, +b')x'+2(b"x0 +a'y, +b)y'

+ax,” +2b"x,y,+a'y,” +2b'x,+2by, +a"=0
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ax+b"y+b'=0  |F (x,,1)=0
S

Neem dus ( Xx,, V, ) als oplossing van , .
( 0 0) b"x+a'y+b=0 Fy(x,y,l)=0
Dit stelsel heeft altijd een oplossing want het is een stelsel van Cramer (omdat o # 0).

De constante in de nieuwe vergelijking is ax,” +2b"x,y, +a'y,” +2b'x, +2by, +a" = F(xo,yo,l)

zodat voor de vergelijking van IC ten opzichte van het nieuwe assenstelsel geldt:

K< ax'2+2b"x'y'+a'y'2+F(xo,yo,l), wat we moesten bewijzeno

Dit punt O'(xo,yo) is een symmetriemiddelpunt van de kegelsnede. Want AY

ten opzichte van het nieuwe assenstelsel O'x'y' geldt:
P (x;,y;) ek e ax+2b"xy, +a'y’ +F(x,,,,1)=0

2= a(—x;)2 +2b”(—xi)(—yi)+a'(—y£ )2 +F (X0,29,1)=0 &
< P (—x;,—yl') ek

Het is dan ook logisch dat deze methode niet lukt als & =0 want danis K parabolisch en een parabool
heeft geen symmetriemiddelpunt.

ax+b"y+b'=0 9x—-2y-16=0 x=2
& & = O'(2,1) is het symmetriemiddelpunt.

b"x+a'y+b=0 —2x+6y-2=0 y=I
Verder is F(2,1,1)=9.2> ~4.2.1+6.1° =32.2—4.1+24 =-10, zodat ten opzichte van het nieuwe

assenstelsel O'x'y' zal gelden dat K <> 9x"”—4x'y'+6y”-10=0.

kegelsnede wegwerken.

. ) ) x=x'.cosa—y'sina
Bewijs: Na een rotatie van het assenstelsel met transformatieformules: L ' is
y=x'.sma+y'.cosa

K <> a(x'.cosa —y'.sinoc)2 +2b"(x".cosa—y'.sina)(x".sina+y'.cosx)
+a'(x'.sin0¢+y'.cosoc)2 +2b'(x".cosa — y".sina)+2b(x"sina+y'.cosa)+a"=0
De termin x'y' wordt in deze nieuwe vergelijking gegeven door:

" . 2 : 2 :
2b, =—2acosasina +2b"cos” a—2b"sin” a +2a'sina cosa

= 2b"(cos2 a —sin’ a)—Zsinacosa(a —a')=2b"cos2a—(a—a')sin2a

Geval1: a=a'. Kies dan a zodat cosZa=Oc>2a=§+k7zc>a=%+k—%. Danzal b, =0.
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"

Geval 2: a#a'. Kies dan a zodat 2b"cos2a —(a—a')sin2a = 0 < tan 2a = -, of dus nog
a-a

2b +k7zc>a:l-Bgtan 2b
a—a' 2 a—a

2a = Bgtan

'

+k—§.00kdanza| b1":O. O

Opmerkingen:
e Inbeide gevallen vinden we telkens vier mogelijke draaihoeken voor & (de draaihoek is slechts
op een veelvoud van 71'/2 bepaald).

2b" - \Xtana B \X "

a-a' l-tan*a a-—a'

e Er geldt tan2a = < b"tan’ a+(a—a')tana—b"=0. Deze

vorm geeft ook de juiste oplossingen als a—a'=0 en is dus altijd bruikbaar.
De oplossingen van deze vergelijkingen (voor tana ) kan je ook interpreteren als de
richtingscoéfficiénten van de nieuwe assen.

b"tan’ a+(a—a')tana—b"=0< —2tan’ ¢ +3tana+2=0< tanar =2 v tana =—1/2.

'

_ x"— 2)/"

sina =2//5 * J5

. De transformatieformules worden: " "
cosar =1//5 yvzzx ty

V5

Kiezen we tana =2 en neem

”_ A 2 ”_ A i A A A 2
Zo wordt: /Ce>9£ﬂ} —4[x 2y J[2x ty J+6[2x ) J ~10=0

V5 V5 V5 V5

"2

"+10y" =10 of na vereenvoudiging 7+y”2 =1.

<~ 5x

Het is zo duidelijk dat /C een ellips is.

De coordinatentransformaties uit de vorige voorbeelden zijn samengebracht

op de figuur hiernaast.

Het nieuwe assenstelsel zal altijd zo liggen dat minstens één van de nieuwe assen evenwijdig is met een
symmetrieas van de kegelsnede.

Classificatie van de affiene kegelsneden

Uit de vorige twee stellingen volgt dan dat we een translatie en een rotatie kunnen uitvoeren zodat de

vergelijking van /C kan geschreven worden als F(x, y,l) = ax’ +a'y2 +a" =0, met kwadratische

discriminant 0 = aa'+# 0 en kubische discriminant A =aa'a" . We kunnen dit herschrijven als:
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2
a avan

Ko a*x>+aa'y* +aa"=0< a’x’ +aa'y’ =— SaxX+0y  =——.

aa'

* Stel dat 0 >0 (/C is elliptisch)
2 2

x
e Als aA <0 dan wordt /C(—)—z+%:l,met a,feR;.
a

We spreken in dit geval van een niet-ontaarde reéle ellips.
xZ y2
e Als aA >0 danwordt K <> —+=—=-1,met a, f e R.
a p
We spreken in dit geval van een niet-ontaarde imaginaire ellips.
2 2
by X X .
e Als A=0 dan wordt /C(—>—2+y—2:0c> SRV | R4 =0, met a, S eR;,.
a p a p Na B
We spreken in dit geval van een ontaarde ellips.

* Stel dat 0 <0 (K is hyperbolisch)
2 2 2 2

Y Y

x x
e Als A#0 danwordt K <> ——==1of L<>— -5 =-1met a,R].
a p a p

We spreken in dit geval van een niet-ontaarde reéle hyperbool.

2 2
e Als A =0 dan wordt /C(—)x—z—y—Z:O@ T2 22120 met a,feR;.
a p a f)\a B

We spreken in dit geval van een ontaarde hyperbool.

Stelling 1 kunnen we niet toepassen maar stelling 2 wel. Door een rotatie uit te voeren kan de

vergelijking van K dus geschreven worden als F(x, y,l) =ax’+a'y’ +2b'x+2by+a"=0.
Omdat K affienisen 0 =a-a'=0 moet ofwel a =0 ofwel a'=0. Stel bijvoorbeeld a =0,a'#0.
De vergelijking wordt dan K <> a'y” +2b'x+2by+a" =0, met A=—a'b".

* Steldat b'#0, endusookdat A=0
Na een translatie van het assenstelsel naar 0'(x0,y0) wordt de vergelijking:
K< a'(y'+y0)2 +2b'(x'+x0)+2b(y'+y0)+a" =0
© a'y'2+2b'x'+2(a'y0 +b)y'+a'y§ +2b'x,+2by,+a"=0

:F(“"o»}’owl)
a'y,+b=0
Noem (xo,yo) de unieke oplossing van ) .
a'yy +2b'x,+2by,+a"=0
Dit stelsel heeft altijd een unieke oplossingomdat a'#0 en b'#0.
De vergelijking wordt dan K <> a'y"”+2b'x'=0.
Deze kan je schrijven als K <> y* =2px of K <> y*> =-2px, met peR;.

We spreken in dit geval van een niet-ontaarde parabool.
* Steldat b'=0, endusookdat A=0
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De vergelijking wordt dan K <> a 'y2 +2by+a"=0.

We spreken in dit geval van een ontaarde parabool.

De cirkel herbekeken

De algemene vergelijking van een cirkel is C <> x> +y” + 2kx+2k,y+k, =0. Dit is een vergelijking

van het type F(x,y,1)=0, met a=a'#0 en b"=0. Verder geldt 6 =1.1-0=1> 0. De cirkel is

dus zoals we eerder al inzagen een speciale ellips.

We bewezen al aan dat het rechtenpaar door de oorsprong R <> ax’ +2b"xy+a'y’> =0 dezelfde

punten op oneindig heeft als de kegelsnede K <> ax’+a'y* +a"z> +2byz+2b'xz+2b"xy =0.

We toonden ook aan dat de richtingen van de rechten loodrecht op elkaar staan als en slechts als
n=a+a'=0. Het al dan niet nul zijn van 7 is een metrische invariant. Ten opzichte van een

orthonormaal assenstelsel zal JC dus een orthogonale hyperbool zijn als en slechts als 77 =0.

Samenvattend

Bij de classificatie van de kegelsneden hierboven steunden we enkel op het al dan niet nul zijn van A,
het teken van aA en het teken van 0. We toonden reeds vroeger aan dat dit allemaal affiene
invarianten zijn. De classificatie kan dus ook gebeuren met de standaardvergelijking van een kegelsnede.

Zijdus K<>ax’+a'y’ +a"z" +2byz+2b'xz+2b"xy =0, met a, a' en b" niet allen nul. Dan

vinden we samenvattend de classificatie van affiene kegelsneden:

* o >0:de kegelsnede is een ellips (als bovendien a =a' en b" =0 is het een cirkel)
o aA > 0:een niet-ontaarde imaginaire ellips
o aA<0:een niet ontaarde reéle ellips
o A =0:eenontaarde ellips (twee toegevoegd imaginaire rechten)
* 0 <0:de kegelsnede is een hyperbool (als bovendien 7 = a +a'= 0 dan is hij orthogonaal)
o A #0:een niet-ontaarde hyperbool
o A =0:eenontaarde hyperbool (twee niet-evenwijdige reéle rechten)
* 0 =0:de kegelsnede is een parabool
o A #0:een niet-ontaarde parabool
o A =0:eenontaarde parabool (twee evenwijdige rechten)
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0 =12>-9.16 =0 < K is een parabool. We voeren een rotatie uit van het assenstelsel.

" 2 ' " 2 4
b"tan a+(a—a )tana—b =0 —12tan" a—Ttana+12=0 < tana=zvtana=—§

4x'— '
Lo 3y

sina =3/5 5

3
Kiezen we tan &« = — en nemen we . De transformatieformules zijn:
4 cosa =4/5

C3x'+4y'
5

"~ n\2 "~ ' ' ' ' " " ' ' '
1699(@] —24(4" 53y jf" +54y j+16(3x +54y j‘z—zz(“x 53y j—54(3x +54y j+169:0

& K¢ 2592-50x"-30y'+169 =0

x'=x"+x
We verschuiven dan het assenstelsel naar 0'(x0,y0), met formules{ ' . 0 , dan krijgen we:
Y=yt

K< 25(y"+y0)2 —50(x"+x,)=30(y"+y,)+169=0
25" +(50y, —30) y"-50x"+(25y; —50x, =30y, +169) =0

50y,-30=0 =16/5
Met{ Yo @{xo /

vinden we de top 7(16/5,3/5) (t.o.v. Ox'y").
25y§_50x0_30y0+16920 y0:3/5 ( / / ) y

n2

De vergelijking wordt dan K <> 25y"™—50x"=0 <> " =2x. Inderdaad een parabool.

AY
/ K

LY
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