TVerloop van algebraische functies
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1) Enkele belangrijke stellingen opgefrist

De stelling van Rolle

Stelling: fis continu in [a,b], afleidbaar in ]a,b[, en f(a) = f(b) = dce ]a,b[:f'(c) =0.

De middelwaardestelling van Lagrange

Stelling: f is continuin [a,b], afleidbaarin ]a,b[ = dce ]a,b[:f'(c) =

Het teken van de eerste afgeleide

Stelling: Als f afleidbaar is in [a,b] ,dan geldt: f isstijgendin [a,b] = Vxe [a,b] : f'(x) >0.

Stelling: Als [ afleidbaar isin [a,b], dan geldt: f is dalend in [a,b] = Vx €[a,b]: f'(x)<0.

Stelling:1s f continu in [a,b] en afleidbaar in ]a,b[, met Vx € ]a,b[:f'(x) >0, danis f stijgend
in [a,b].

Stelling: s f* continu in [a,b] en afleidbaar in ]a,b[, met Vx € ]a,b[:f'(x) <0, danis f dalend
in [a,b].

Stelling:1s f* continu in [a,b] en afleidbaar in ]a,b[, dan geldt:
Vxe]a,b[:f'(x) =0 & f isconstantin [a,b].

Extrema van een functie

Stelling: 1s f afleidbaarin ¢ en bereikt f een relatief extremumin ¢, dan s f'(c) =0.

Stelling: 1s f* continu in ¢ en bestaat er een B, zodat f afleidbaarisin B, \{c} zodat bovendien

x<c= f'(x) <0
VxeB, : , dan bereikt /" een relatief minimumin c.
x>c=> f'(x) >0

Stelling: 1s f* continu in ¢ en bestaat er een B, zodat f afleidbaarisin B, \{c} zodat bovendien

VreB :{x<c:>f'(x)>0

, dan bereikt f* een relatief maximum in c.
x>c=> f'(x) <0

Het teken van de tweede afgeleide

Stelling: 1s f tweemaal afleidbaar in ¢, met f'(c) =0, enis f" continu in een basisomgeving B,

met Vxe B, : f"(x)>0, dan bereikt f een relatief minimum in c.

Stelling: 1s f tweemaal afleidbaar in ¢, met f'(c) =0, enis f" continu in een basisomgeving B,

met Vx e B, : f"(x) <0, dan bereikt f een relatief maximum in c.
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2) Limieten van irrationale functies

In de cursus differentiaalrekening beperkten we ons tot hiertoe vooral tot veeltermen en rationale
functies. Het hoofddoel van de komende hoofdstukken is dit uitbreiden naar de andere functies die
we ingevoerd hebben, zoals irrationale functies, exponentiéle en logaritmische functies, en
goniometrische en cyclometrische functies.

We frissen eerst de gekende regels voor limieten nog eens op.

Veeltermfuncties

Stel dat f(x)=c,x" +¢, X" +..4¢,x° +¢x+¢,, met ¢, 0, dan geldt:

o limf(x) :f(a) (de functiewaarde berekenen)
xX—a

e lim f(x) = lim ¢, x" (de limiet van de hoogstegraadsterm)

X—>to0 x—>too

Rationale functies

T(x) ax"+a, x""+..+a,x +ax+a,
N(x) bx"+b, x"'+..+bx*+bx+b,

Stel dat f(x) = , dan geldt:

o Als N(a) #0: limf(x) = T(a) (de functiewaarde berekenen)

2N @)

e Als N(a) =0A T(a) # 0 dan heeft de functie een verticale asymptoot x =a. Om de linker

en rechterlimieten voor x — a te berekenen (altijd +00 of —o0 ) is een tekentabel nodig.
e Als N(a) =0A T(a) =0 dan kan je met het algoritme van Horner de graad van de teller en
de noemer verlagen. Je krijgt dan een nieuwe eenvoudigere limiet.
‘ ' Lf\z/aj(a;flx”’l +a X" ax fax+ a('))
hmf(x)=hm , — 3 — :
¥ a M(b X" +b X"+ L+ by +b1x+b0)

m

) . ax"
e lim f(x) = lim —— (de limiet van het quotiént van de hoogstegraadstermen)

X—>+o0 x—>+oo b x’"
m

Stel dat f eenirrationale functies is. Als de functiewaarde f(a) gedefinieerd is (niet onbepaald) zal
zoals bij alle andere functies ook hier gelden dat limf(x):f(a). We bekijken de mogelijke

onbepaaldheden van dichterbij:

r
. 6 (met r# O) Net als bij rationale functies is er hier een tekenonderzoek nodig.

Voorbeeld: limﬁ(: SJ 2y -1 I I

=3 Jer1-20 0 —_— + + 0 - +
S| |

Dus lim =—o0 en lim +00

2x-1 2x-1
2IJx+1-2 2IJx+1-2
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. Hier moet vermenigvuldigd worden met de toegevoegde wortelvorm omdat je pas dan
(met of zonder Horner) het gemeenschappelijke nulpunt kan wegdelen.
0
 ox—=-3x=20_. (x—\/3x—2).(x+x/3x—2)
Voorbeeld: lim————=lim
=2 x=2x 2 (x2—2x).(x+\/3x—2)

B )
x"z(xz—2x).(x+x/3x—2) X_’zx.M.(x+\/3x—2) 8

Ook voor de oneindige limieten lim f(x) zijn er methodes om onbepaaldheden weg te werken:

X—>to0

e |—| Hier kan de hoogste macht van x in teller en noemer voorop gezet worden. Hiervoor

moet x soms vanonder een wortelteken gehaald worden.

/\ Let daarbij op: Als x — 400 danis ¥x° =X , maarals x = —0 danis Vx* =—x A

) 2x—3+\/x2+3x—5 /z V
Voorbeeld: lim
x>0 3x+1
134/~
X

. Vermenigvuldigen met de toegevoegde wortelvorm herleidt deze onbepaaldheid tot

het vorige geval.
(\/ 45 + x — 2x).(\/ 4% + x + 2x)
Voorbeeld: lim (\/ 45 + x —2x) = lim
X X Vax*+x +2x
b . X 1

= |lim ———=1lim i

"_’“”\/mntbc "_’MX{\/E#QJ 4
X

3) Asymptoten

De (grafiek van een) functie f* heeft een verticale asymptoot (VA) met vergelijking x = a als en slechts

als: lim f(x)=+00 of lim f(x)=+0 of lim ' (x)=—0 of lim f(x)=—c0.

X—a X—a X—a x—)a
< > <

Verticale asymptoten kunnen enkel voorkomen op de grens van het domein van een functie, aangezien
een functiewaarde zelf niet oneindig kan zijn.

_________ > heeft een verticale asymptoot v <> x =2 want:

x -4
\—oo 1 2 400
.oAlx—1 ) x—1 ’ ’
hrnz—:—oo en lim—; =40 _1
22 x" -4 2 x" -4 > /o - | +

=
I
N
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Merk op dat x =—2 wel een nulpunt is van de noemer van deze functie maar dit levert geen verticale

asymptoot omdat de teller daar niet gedefinieerd is. Het domein is dom f = [1,2[ U ]2,+oo[ .

De (grafiek van een) functie f heeft een horizontale asymptoot (HA) met vergelijking y =b als en

slechts als: lim f(x) =b of lim f(x) =b

X—>—00

(x+l+\/x2—l)-(x+l—\/x2—l) ) X[27)Zc/j
lim = lim = lim
X—>—0 x+l_ x2 _1 x—)—oox+1_ ,x2 _l X—>—0

Om schuine asymptoten te berekenen kunnen we een beroep doen op de formules van Cauchy:

Stelling: Als y=mx+q eenSAisvan f,danis m = lim f(x) en ¢ = lim (f(x)—mx).

x—>too X xX—>to0

x+l+xt -1 \’&(1%+Wj y
*

m=lim ————=lim =2 °

X—>+0 X X—>+0

q = lim (x+l+\/x2—l —2x)

(—X+1+’\/)C2 —1)-(—x+l—\/x2 —l)

= lim 2
x> —x+1-+/x -1

- lim —2x+2 ~ lim X(—2+ x) T )

-1 \

Opmerking: bij rationale functies zagen we dat een functie maar één HA of SA kan hebben, maar nu
merk je dat dit bij andere soorten functies niet zo is. Het gedrag op —oo hoeft niet noodzakelijk
hetzelfde te zijn als het gedrag op +o0.

o

4) Een volledig verloop van een irrationale functie

We bespreken het volledige verloop van de irrationale functie f(x) =x’-3x-2.

f snijdtde x -asin B(—I,O) en C(Z,O) (f(x)=0<:>x3—3x—2=0 & x=-1lvx=2)
X ‘—oo -1 2 4o
f(x)‘- .0 - 0+
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f(x) ~ im Jx®=3x-2 lim ,&(«3/1—3/x2—2/x3 _1

| =
n x—>too X x—>too X xX—>too %
(\/3 x3—3x—2)2+x-\3/x3—3x—2 +x°
(\/3 X —3)6—2)2 +x-3xP=3x-2+x?

g = lim (%/x3 3x-2 —x)-

x—>too

—3x-2

= lim 5 =0 (Wantgr(T)=lengr(N)=2)
o (\/3 X —3x—2) + XX =3x =2 +x°
2 2
6) Eerste afgeleide: f'(x)= 3 == - 7
3(\/3 x3—3x—2) (x3—3x—2)
f'(x) =0= M v x=1 (x=-1 moeten we schrappen want dan is ook de noemer nul)

X —00 _.1 } % +00 Voor het maximum geldt: f(—l) =0
f'(x) + | - 0 + | + Voor het minimum geldt: f(l) =34
f(x) | ~ MAX N~ MIN 2~ A2

li "(x)=
, e (k=) (x1) (x+1) a7 (x) =+
lim f'(x) = lim —————~=lim T 75 = lim 7 T a.
x——1 X_H(x3—3x—2) x—H(x_l) (x_z) x—H(x_l) (x—2) \}l_{l}lf'(x):_oo
. . *-1 (x+1)
lim f(x) =1 al = =
rlirzlf (x) g}rzl( R _3x_2)2/ rﬁ2( 1)1/3 (x_2)2/3 0

2x(x* =3x-2)" —(¥* —1)~§(x3 ~3x-2) (357 -3)

f" x —
) (x3—3x—2)4/3
x(x3—3x—2)—(x2—1)2 —x*=2x-1 (x+1)2
=2 R 53 =2 B T 53
(x —3x—2) (x —3x—2) (x —3x—2)
f"(x) =0=x+1=0< M (x =—1 moeten we schrappen want dan is ook de noemer nul)
x —0 —"1 2I +00 Voor het buigpunt geldt: f(2)=0
f'(x) |+ | +
f(x) | u MAX U BP N
8) Samenvattende tabel:
X —00 -1 1 2 400
f'(x) + | 0 + | +
f"(x) + | + + + |
MAX MIN BP
x 7 N\ 7 7
/() (o) () (o)
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5) Belangrijke toepassing: extremumproblemen

Bij heel wat realistische problemen uit de exacte wetenschappen en economische wetenschappen
wordt er gevraagd om iets te maximaliseren of minimaliseren (inhoud, temperatuur, winst, ...). Gaat
het hierbij om afleidbare functies dan kunnen we de vorige stellingen gebruiken. We illustreren dit
met twee voorbeelden:

van 4 dm breed te plooien in vier gelijke stukken zoals op de figuur hiernaast. De goot is
vanboven open en heeft twee evenwijdige wanden. Hoe groot moet de hellingshoek &

genomen worden opdat de inhoud van de goot maximaal zou zijn.
Met de conventies op de figuur geldt dat x” er2 =l=y=+lI -x.

2
De dwarsoppervlakte van de goot wordt dan gegeven door S =2x +Txy =2x+x\l-x* = f(x) )

Sx 21- +1-xt - 21— 4124

\Xxll—xz - V1-x? V1-x?
[1(x)=0221-27 +1-22* = 0= 4(1-2*) = (2 -1) & 4x' -3=0> x=£

Afleiden geeft: f'(x) =2+1-x" +x-

Het tekenverloop in het praktische domein x ]0,1[ wordt dan gegeven door:

X 0 4f /4 1 De oppervlakte bereikt dus haar maximum als
’ ’ ’ x=43/4.
f'(x) | + 0 - |

Dan geldt: cosa = 4/3/4 = a ~21°28'15"
S /7 MAX \

2

punt P(1,2) tot de parabool p <> y :%x .

Neem een variabel punt Q(Zx, xz) € p , dan geldt voor de afstand d :

& = f(x)=(2x-1) +(x* ~2) =x" ~4x+5.

De afgeleide van deze functie is f'(x) =4x’ —4, met als enige nulwaarde x =1.

X —0 Il 1% De afstand d is dus minimaal in het punt (2,1) en hij
/(%) -0 bedraagt dan d =~/2 (want d*>=2).
f(x) \ MIN 4 (Je kan ook de afstand d =+/x* —4x+5 ipv d? als
@) formule gebruiken, maar die afleiden is iets lastiger. )
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