Toepassingen op

Integraalrekening




1) Oppervlaktes van vlakke figuren berekenen

De meest voor de hand liggende toepassing van integraalrekening is uiteraard de reden waarom ze is
ingevoerd, namelijk het berekenen van oppervliaktes van vlakke figuren. We bekijken twee
voorbeelden.

Cirkel, cirkelsector en cirkelsegment

”

We bereken de oppervlakte van een cirkel ¢ met straal 1, en als Y fi(z) = 1— a2

middelpunt de oorsprong 0(0,0) . /\
Uit de analytische meetkunde weten we dat ¢ <> x* +y° =1. S 0 7 =
De vergelijking valt dus uiteen in twee functies f (x) =v1-x" en \‘__/ :

fo(x)==V1-x".

1
Uit de figuur volgt duidelijk dat de oppervlakte van de cirkel gegeven wordt door S = 4I \1-x7dx.
0

* 1 1 1. 1 1 .
I\/l—xzdxz.[cosztdt=—.[(1+cos2t)dt=—t+—sm2t+C=—t+—smtcost+C
2 2 4 2 2
:%Bgsinx+%x\/1—x2 +C
*:Stel x =sint (met t €[—7/2,7/2], danis dx=cost dt, N1—x* =cost en t = Bgsin x

1
Dus is S:[ZBgsin x+2x\/l—x2} :2Bgsinl:2-%:7r.
0

Een cirkel met straal » heeft een oppervlakte die r* keer groteris, zodat S = wrt.

De oppervlakte van een cirkelsector met straal » en middelpuntshoek @ wordt dan

0 0 or
wegens de regel van drie gegeven door S, . :2—SO :2—7zr2 = 7 .
T T

Om de oppervlakte van het cirkelsegment te vinden met straal r en
middelpuntshoek & moeten we van de cirkelsector de driehoek aftrekken met als

. 0 0
basis 2rs1n5 en hoogte rcosE:

2

2rsin—-rcos— -
or’ 2 2 O r’sin@ r

Ssegment =S eor =S\ = > - 2 = > > ?(H—Siné’).
Sinusboog
We berekenen de oppervlakte van een sinusboog van de 1"y f(z) = sinz
sinusoide f(x) =sinx tussen twee nulpunten: /\
z 0 X .
S:Isinxdx:[—cosx]g:—cos7z+cosO:l+l:2 | LN
0 I N
-1
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2) De booglengte van een kromme berekenen

In het interval [x,x+dx] kan de booglengte ds van de grafiek

van een (continue) functie f benaderd worden door

w

ds =+/dx* +dy” , of dus nog ds = l+(d j dx (zie figuur). / ; i
dx T T +do

Is de functie f bovendien afleidbaar, dan kunnen we de limiet dx — 0 nemen en wordt de

b
booglengte van de grafiek in een interval [a,b] gegeven door L = Hl + (f '(x))2 dx .

Cirkel en cirkelboog

We bereken de omtrek van een cirkel ¢ met straal 1, en als Ty file) = V1— a2
middelpunt de oorsprong 0(0,0) . /_\
Uit de analytische meetkunde weten we dat ¢ <> x* +y? =1. : 5 T =
De vergelijking valt dus uiteen in twee functies f (x) =v1-x" en \

fo(x) = —V/1 — 22

fo(x)==V1-x".

De lengte van de volledige cirkel is vier maal de booglengte van £, in het interval [0,1].

De afgeleideis f,' ( ) , dus de omtrek van de cirkel wordt gegeven door:

\X\/l x’
L=4-1,/1+ ~dx=4- Bgsmx =4-(Bgsin 1-Bgsin 0) =27
.[\/ jﬂ ] = =

=r/2 =0
De omtrek van een cirkel met straal r is dan 7 keer groter, zodat P, =27r. /’/;
De lengte van een cirkelboog met straal » en middelpuntshoek & wordt dan ;I ‘
0 0
wegens de regel van drie gegeven door L =—F, = —2nr=0r. N B
2 2 R

3) Omwentelingslichamen

Een omwentelingslichaam is een ruimtefiguur die ontstaat door een vlakke kromme te wentelen om
een rechte. Met behulp van integralen kunnen we zowel de inhoud als de manteloppervlakte van
omwentelingslichamen berekenen.

Stel dat we de inhoud willen berekenen van het omwentelingslichaam dat
we verkrijgen door de functie f te wentelen om de Xx -as.

In het interval [x,x+ dx] kunnen we het volume dV dat we zo verkrijgen

benaderen door de inhoud van een cilinder met dikte dx en straal f(x)

We krijgen dan dV = ﬂ(f(x))z dx .
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Nemen we hierin de limiet dx — 0 dan wordt de inhoud van het omwentelingslichaam, verkregen

door de grafiek van f in het interval [a,b] te wentelen om de x-as gegeven door

We bereken de inhoud van de bol met straal 1, die we verkrijgen door

de grafiek van de functie fl(x):\/l—x2 in haar domein te

4
/( ‘
wentelen om de X -as. J\& 0 T

1
Vzﬁj(Vl—xz)zdxzﬁj‘(l—xz)dxzy{x—xg} :ﬂ,[_
-1 -1 1

3

Manteloppervlakte van een afgeknotte kegel

Op de figuur hiernaast is duidelijk te zien dat het
manteloppervlak van een kegel met apothema R en straal r
kan ontwikkeld worden tot een cirkelsector met straal R .

p
Hetis duidelijk dat de lengte van de cirkelboog R moet gelijk
zijn aan de omtrek van het grondvlak van de kegel 277 . Dus
2zr . =
moet o = 7 , zodat de oppervlakte van de cirkelsector s S
aR> 2xr
(en dus ook de manteloppervlakte van de kegel) gelijk is aan: S, :T :2—R2 =7nrR.

Beschouw nu een afgeknotte kegel zoals op de figuur
hiernaast, met stralen 7, en r, en bijhorende apothemas
a, en a, (Wenoemen a=a, —a,).

De manteloppervlakte van de afgeknotte kegel wordt dan
gegeven door § = 7r,a, —wra, = 7z(r2a2 —rlal) .

Uit de figuur volgt ook (wegens gelijkvormige driehoeken)

a a
R _
dat: =— & a =apr,.

L oh

Zo wordt S=7r(r2a2 —rlal)zﬁ(rz (a+a1)—r1(a2—a))=7r(r2a%— T +r1a)=7r(r1 +r2)a.

Mantelopperviakte van een omwentelingslichaam

We zijn nu voldoende gewapend om de manteloppervlakte van een omwentelingslichaam te
berekenen.
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Stel dat we de manteloppervlakte willen berekenen y

van het omwentelingslichaam dat we verkrijgen door

-
-

ad---------

de functie f te wentelen om de X -as.

In hetinterval [x,x + dx] kunnen we de oppervlakte

dS die we zo verkrijgen benaderen door de
manteloppervlakte van een afgeknotte kegel met

apothema ds en stralen f(x) en f(x+dx).

Seo

Gebruiken we de formule die we net gezien hebben dan wordt dit: dS = ﬁ(f(x) + f(x +dx))ds .

Nemen we hierin de limiet dx — 0 dan wordt de manteloppervlakte van het omwentelingslichaam,

verkregen door de grafiek van f in het interval [a,b] te wentelen om de x-as gegeven door

s =27zj:f(x) 1+(f(x)) dx.

Bol
We bereken de oppervlakte van de bol met straal 1, die we verkrijgen Ty filz) = V1— a2
door de grafiek van de functie f, (x) =V1-x* in haar domein te \

0
wentelen om de X -as. u o) T
!
S= 2;zj\/1 x? ,/ - dx= 2;zjdx 27[x] =4
-1

De oppervlakte van een bol met straal 7 is dan 7 keer groter, zodat S, =4nr’.
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