Oplossingen
1. ***Opeenellips £ neem je twee vaste punten P en O en een veranderlijk punt R . De middelloodlijnen van

[PR] en [QR] snijden de grote as van & in respectievelijk U en V' . Bewijs dat de vector W een constante

vector is (dus onafhankelijk van de keuze van R).

2 2

Noem 5<—>x—2+%=1, P(acosa,bsina), Q(acos B,bsin B) en R(acos6,bsind).
a

b(sin@—sina)

Dericovan PR is m,, = en het midden van [PR] is M(%(cos0+cos a),%(sin0+sin a)}

a(cosf—cosa)

a(cos@—cosa)
b(sin@-sina)

De middelloodlijn van [ PR] is [, > y =— -(x—g(coséhcosa)j+%(sin¢9+sina).

Voor het snijpunt met de grote as (y = 0) geldt dan:

b’ (sin2 0 —sin’ a) a

L RN
b’ (sin@+sina)-(sind Sma)+£(cos€+cosa)=— +2(cos 0+ cos )

2a cos@—cosa 2 2a cos@—cosa

X

) 29_ 2
:_b_(COS cos a)+£(c059+cosa) want sinzﬁ—sinzaz(l—cos2 9)—(1—00s20:)=—((:()529—cos2 a)
2a cos@—cosa 2

2 (cos sa) (cos@+cosa 2 _p?
b ( ( )+£(cosé’+cosa)= (a )

 2a cosP=—eosq 2 2a

2 g2

(cos @ +cosar)

2 g2
Dus is U[a 5 b (cos@+cosa),0j en analoog is V[a
a

(cos 6+ cos ,B) , Oj , zodat we vinden dat:

2 2

V:V—U:[

(Cosﬂ—cos a),Oj , dit is onafhankelijk van @ (en dus van de keuzevan R). O
a

2. % % Welke ellips (betrokken op haar assen) raakt de rechten #, <> 5x+2y+9=0ent, <> x+2y-3=0?

2 2

X
Noem & <—>—2+y—2 =1, of dus nog € <> b°x* +a’y* =a’h’. Als ¢, een raaklijn is dan wil dat zeggen dat de

2
vergelijking b*x*+d’ (—5)6—9) = a’bh* maar één oplossing heeft. Vereenvoudigen geeft:
b*x* +a’ (? x’ +§x +%j =a’h’ & (4b2 + 25c12))c2 +90a’x+8la* —4a’h*> =0

Deze vgl. heeft maar één oplossing als en slechts als (rekening houdend met a #0 en b#0):

(90a%)" —4.(46% +2547).(81a* ~4a*b* ) = 0 & ~1296a°H” +64a’b* +400a'h* =0 & 2547 +4b° ~81=0.
Analoog zal t, de ellips raken als b (—2y+3)2 +a’y’ =a’h’ & (az +4bz)y2 126’y +9b*> —a’h* =0 maar

één oplossing heeft, dus als en slechts als (—12b2 )2 —4.((12 +4b )(9[)2 —azbz) =0 a’+4b*-9=0.

25a° +4b* -81=0 =3 2 2
“a = 4 ,zodat5(—>x—+2lzl.
a’+4b>-9=0

We hebben dus dat
b*=3/2 3 3



3. % % * Het punt P(xl,yl) ligt op de ellips £ <—>—+% =1, metbrandpunten F en F,.
a

Bewijs dat |PFI| =a —E)c1 en |PFz| =a +£)c1 (of omgekeerd).
a a

2

Omdat P(x,,y,) €& geldt dat xlz

2 2
y b
= =1c>yf=b2—?xf

*

|P171|=\/()c1—c)2+yl2 z\/)cf—Zcxl+cz+yl2 z\/ —2cx, +a 7fb/[;kb/[——xl —a—cxl,omdat:
a

c 2 2 232 b2
enerzijds *:| a——x, | =a’ —2cx, +—x] =a’ —2cx, +———x] =a’ —2cx, +x —— X, ,en
a a a a
O<c<a c c
.. **. 2
anderzijds **: =S <a =>—x,<a=>a-——x>0.
—asx <a a a

4. %% Opeen ellips £ liggen twee (verschillende) punten P, en P, waarin de raaklijnen aan £ elkaar snijden in

T . Bewijsdat T’ collineair is met het midden M van [F{Pz] en het middelpuntvan & .

Noem B (a cosa,bsin a) en P, (a cos f3,bsin /3’) dan vinden we voor het snijpunt van de raaklijnen:

xcosa ysina 1
. 4 + b x(cosasin f—cos Bsina)=a(sin f—sina)
: . g ) .
xcos,b’+y51n,6’ 1 y(cos fsina —cosasin ) =b(cos f—cosa)
a b

7 a(sinf-sina)  b(cos f—cosa)
sin(f-a) sin(f-a)

b, . )
Het midden M heeft als coérdinaat (%(cosa +cos ﬁ),E(sma +sin ,B)j

We rekenen met de determinant na dat de punten O, M en T collineair zijn:

0 0 1
_ b 2 _ 2 b c 2 ain2
%(cosa+cos,6’) %(sina+sinﬁ) {— (COS '28 = a)_a (sm i - a) azb(l 1)=0 o

a(sinf-sina)  b(cos f-cosa)

sin(f-a) sin(f-a) :




5. Gegeveniseenellips £ metbrandpunten F; en F, en twee
willekeurig raaklijnen #, en ¢, in de punten F,P, €& die

elkaar snijdenin S.

a) * Noem E het spiegelbeeld van F| om de raaklijn ¢, .
Bewijs dat F,,P, en F, collineair zjn, en dat
‘FZF;‘ =2a (=de lengte van de grote as van de ellips).

Noem N het snijpunt van F;F; met de raaklijn z,, dan

L —

geldt enerzijds dat EPZ\N:E'PZN (omdat F, het

spiegelbeeld is van F; om ¢, ), en anderzijds impliceert de hoofdstelling dat SP,F, = F;P, N . Hieruit volgt dus

dat I*TI‘PZ\N = S/PE wat inderdaad wil zeggen dat F,, P, en F1 collineair zijn (overstaande hoeken zijn gelijk).
Verder is uiteraard ‘FZF;‘ = |F2PZ| +‘PZFI‘ = |F2PZ| +|PZFI| =2a (per definitie van de ellips).

b) * % % * Bewijs dat }TZS\F1 :@ .
Uit het voorgaande volgt analoog dat ‘FIFZ‘ =2a.

Omdat F, en F, de spiegelbeelden zijn van F, en F, om respectievelijk #, en 7, geldt uiteraard ook dat

L —

‘SFI‘ :|SFI| en ‘SF;‘ =|SF,|, en dat 155731 :ES'?Z en F,SP, :ﬁ.

Wegens het congruentiekenmerk ZZZ geldt dus AFISF; = AFZSF; , waaruit het gestelde volgt:

— — —_— 02— _—

FSF FSF@FSF FSF F,SF, - FSF@FSF FSF, < P,SF, = PSF, o

2 2 S
X y
6. ** Gegeven is de hyperbool H (—)—2—% =1. Bepaal, indien mogelijk, op H P
a

vier punten die de hoekpunten zijn van een vierkant met zijden die evenwijdig zijn

met de assen van H . Is dit altijd mogelijk? A X

w

Het vierkant moet sowieso symmetrisch zijn om de oorsprong. De hoekpunten

moeten dus als codrdinaten hebben P(p,p), Q(p,—p), R(—p,—p) en

Q
S(—p,p) . R
p2 p2 272
Opdat deze punten op de hyperbool zouden liggen moet _2_? =1l< p2 = e 5 - Hetis dus enkel mogelijk
a —a
ab

indien b>a enin dat geval zal p = —
b —a



2

2
** Gegeven is de hyperbool 'H <> x—z—% =1.Neem de punten A(a,O) ) B(O,b) A
a B

en een willekeurig punt P € H . Bewijs dat het verschil van de kwadraten van de

oppervlaktes van AOAP en AOBP een constante is. A X .

. Fa ’ © \ Fy ’
Noem P(a seca,btan a), dan geldt voor de driehoeken:

|04y, a-btana e _|OB|-x, b-aseca
AOAP 2 2 AOBP 2 2 ’
b*-a*sec’a a’-b*tan’a a’b’ b?
Zodat S} pup = Srowp = — = (sec” &~ tan’ a) =
4 4
* % * Op een hyperbool H neem je een veranderlijk punt P . De rechten s, S, H
door P evenwijdig met de asymptoten vormen samen met de asymptoten b
een parallellogram. Bewijs dat de oppervlakte van dit parallellogram gelijk is - S .
2 1
aan een achtste van de oppervlakte van de assenrechthoek. S,
S1
x2 y2

Neem H (—)—2—? =1 en stel P(aseca,btana) € H . De asymptoten van H zijn 5, <>bx+ay =0 en

s, <>bx—ay=0.
Neem S, € s, zodat PS, //s, en S, €, zodat PS, //s,

Dan geldt PS, <>b(x—aseca)+a(y—btana) =0, of nog: PS, «>bx+ay = ab(seca +tana).

a
1 <> bx+ay=ab(seca +tana) XZE(seca+tana)

Het snijpunt S, van PS, en s, is S :{ & b
§ <> bx—ay =0 y:E(seca+tana)

0 0 1
De oppervlakte van cOS, PS, is dus gelijk aan: §_ = aseca btana 1
a(seca+tana)/2 b(seca+tana)/2 1

_a_b_2a-2b
8

=5 = a—zbseca(seca+tana)—a—2btana(seca+tana) =a?b‘sec2 o —tan® a‘

* % Op een gelijkzijdige hyperbool H met toppen T en T' neem je een
willekeurig punt P. Noem P' het spiegelbeeld van P om de as T7T"'. Bewijs dat

T het hoogtepunt is van de driehoek APT'P". -

Neem H <> x° —y2 =a’,danis T(a,O) en T'(—a,O) . Stel P(aseca,atana)

danis P'(a seca,—atan a). Datin driehoek APT'P' de hoogtelijn uit PP' door

T gaat is evident (dit is e x -as). We controleren nu dat ook de hoogtelijn uit P'

door T gaat. Daarvoor volstaat het te controleren dat P7 1L P'T":



10.

T-P'T'z(f—ﬁ)-(?’—?’):(a—aseca)-(—a—aseca)+(O—atana)-(0+atana)

=a’sec’ a—a’ —a’ tan2azaz(secza—l—tanza):o O

De punten S, en S, zijn de snijpunten van de raaklijn ¢ aan een hyperbool H in \52 t B
H S, /
een willekeurig punt P met de asymptoten van H . \ /
n A
a) * % Bewijsdat P het middenisvan [SISZ]. Y . Ry
~ N
2 yz TS
Neem H(—)—z—?=l en stel P(aseca,btana). De asymptoten van / ¢ <D
a 1
H zijn s, <>bx—ay=0en s, <> bx+ay=0. S
xseco tana
De raaklijn in P is t <> _Y 5 =1, het snijpunt S, wordt gegeven
a
‘o ab _acosa
bxseca —aytana = ab bxseca —bxtan o = ab b(seca—tana) (l—sina)
door: = = .
bx—ay=0 bx =ay B b _ bcosa
(seca—tana) (I-sina)
acosa bcosa o acosa —bcosa
Dus S, - , - en analoog vind je S, - , - .
(I-sine) (1-sina) (I+sina) (I+sina)

Voor het midden M geldt:

acosa " acosa

_(I-sina) (I+sina) acosa(l+§i~nﬂ+l—§i~nﬂ) _2acosa

u = 2 2(1-sinea)(1+siner) " 2cos’a aseed
bcosa B bcosa
(1-sina) (1+sina) bcosa(/f+sina/f+sina) 2bcosa sin o
eny, = = - - = > =btana O
2 2(1-sina)(1+sina) 2cos’ a

b) * % % * Bewijs dat de punten S, en S, concyclisch zijn met de brandpunten F, en F, van H.
Noem N het snijpunt van de middelloodlijnen van [Fle] (de y-as) en [SlSz] (de normaal in P aan’H ), dan

geldt automatisch al dat |NFI| =|NFz| en |NS1| =|NS2| . Als we dan nog kunnen bewijzen dat ook |NFI| =|NS1|

dan is het gestelde bewezen.

De normaal n in P heeft als vergelijking: atana(x—asec a)+bseca(y—btan a) =0.

Voor het snijpunt N met de y -as geldt dus:

a’secatana+b’secatana ¢’ tana
atana(—aseca)+bseca(y—btana)=0< y = p -
seca

2
Jodat N[o%j



bcosa

2 2 2
Danis |[NF|=,|c” + ctane | NS, = acosar |
b (I1-sine) (

We herleiden de te bewijzen gelijkheid |NFI| =

2
F s oy cztana 2_ acosa | [ beosa
(I-sina) (I-sina)

b

Yxcosa

2 2
C tana}

1-sina)

c? tana

2
ctana
b

2ta a’cos’ a b cos’ a
1 sma 1 sinoz)2

(I1-sine)

/ /cos a _, /sma o cos a—2sina(l-sina)

=]

(1- sma) (1-sina) (1- sma)
c}1_1—sin205—2sin05+2sin205 _1—2sina+sin2ac>1_ 1= 0!)2
(l—sinoz)2 (l—sinoz)2 1= a)z



