Oplossingen
* .. . . ~ | i i
1. * %™ Bewijs de volgende stellingen: . 7\ ry1A Meey .“hy  Mpacy

a) De drie zwaartelijnen in een driehoek zijn concurrent. Hun snijpunt heet
het zwaartepunt Z van de driehoek.

We stellen A4(0,1), B(5,0) en C(c,0), met b#c.

. - b1 c 1 b+c
De middens zijn M[AB] (E,Ej, M[AC] (E’EJ en M[BC] (T,Oj.

De vergelijkingen van de zwaartelijnen zijn:

-2 1
b+cx+1; ZB<—>y=C_2b(x—b);

Z, > y=

b+c 1
Deze rechten snijden elkaar in het zwaartepunt Z( 3 ,gj .

b) De drie hoogtelijnen in een driehoek zijn concurrent. Hun snijpunt heet het hoogtepunt H van de driehoek.

1 1
De rico’s van de zijden zijn m,, =——, m . =—— en my. = 0.
c

b

De vergelijkingen van de hoogtelijnen zijn :
h,<>x=0; hy <> y=c(x-b); he <> y=b(x—-c)
Deze rechten snijden elkaar in het hoogtepunt H (0,—bc).

c) De drie middelloodlijnen in een driehoek zijn concurrent. Het snijpunt is het middelpunt M van de omgeschreven
cirkel van de driehoek.
De vergelijkingen van de middelloodlijnen zijn :

m g <>y =b|x EX Mo € y=c| X 5 5 m[BC]<—>x__
b+c bc+1
Deze rechten snijden elkaar in het punt M( > ¢ , 62 j
d) Dedrie punten Z, H en M zijn collineair. De rechte waar ze op liggen wordt de rechte van Euler genoemd.

3bc—1
b+c

De vergelijking van de rechte is ZM <> y = x—bc en uiteraard ligt H hierop.

e) Voor de afstanden geldt: |ZH| = 2.|MZ| .

|MZ|=%\/b2+cz+9bzcz+8bc+1, ZH|=%\/b2+cz+9bzcz+8bc+1 = |ZH|=2.|MZ|

Als toemaatje: een meetkundig bewijs van de stelling van Euler

Beschouw de homothetie met centrum Z en factor —1/2.

Deze beeldt driechoek AABC af of de mediale driechoek A4'B'C".

De hoogtelijnen van driehoek AABC worden afgebeeld op de middelloodlijnen van

AABC die tevens de hoogtelijnen zijn van de mediale driehoek A4A'B'C". é/ 4 ‘A, — .

Het beeld van H onder de homothetie is M , dus de punten H, Z en M 1zijn collineair en er geldt |ZH| = 2.|MZ| . O




2.

* % * Op een parabool P mettop O, as s en brandpunt F' beschouw je een punt D=0 . ¢
De rechte DO snijdt de richtlijn van P in 4. De rechte DF snijdt P een tweede keerin B .
Bewijs dat AB//s.

Stel P <> y* =2px,danis O(0,0), s<>y=0en F(%,Oj.

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Noem D(Zp/lz,Zp/l),met AeR,. L AN

DO y= 2p12 -xc>y=l-x. Het snijpunt met de richtlijn (d<—>x=—£) is dan A(—E,—ij.
2pA A 2 2 24

Voor DF werken we met een parametervoorstelling (zo omzeilen we de moeilijkheid als DF // y ):

x=k-(2pA°=p/2)+ p/2
DF <& ( P p/ ) p/ . De snijpunten van DF met de parabool PP vinden we door in te vullen:
v=k-2pA
* 1
(k-2pAY =2p(k-(2p/12 —p/2)+p/2)c> AP’k —(4p* A = pP)k—p =0 k=1vik=—- PE
#:0=(4p* 2 - p*) +4-(4p*27)- pP =16p A8 p" A} + p* 1L6p AT = (4p* 2% + p?)
4p212—p2i4p212+p2 1
k:( )2(2 )QkZIVk:_ 2
8p°A 42
Met k£ =1 komt punt D overeen.
1
Het tweede snijpuntis k =——— = B <>
42 1 pie_ P
YETE T
A en B hebben dus dezelfde y -codrdinaat zodat 4B inderdaad evenwijdig is met de x -as. O
* % * Door het brandpunt F' van een parabool P brengen we een rechte » aan loodrecht op Ty

deas s van P die P snijdtin A en B .Op r nemen we een willekeurig punt C . De loodrechte
projecties van C op de raaklijnen aan P in A en B noemenwe A' en B'.Bewijsdat A'B'

een raaklijn is aan de parabool. Waar ligt het raakpunt?

Stel P<>y° =2px, danis s<>y=0 en F(%,OJ. Dus zijn A(%,pj, B(g,—pj en

C(%,q},met qgeR.

De raaklijnin A4 is ¢, (—)y-pzp(ergJ@y=x+§.Ananogis ty <—>y=—x—£.

2

De loodlijn door C op ¢, isdan [, (—)yz—(x—ngrq.Analoog vindt je dat / <—>y=x—§+q.




y=x+£ X =
Snijpunt A4"': &
y=—x+§+q y=

2

QN

,dus A4' Q’QJF_P . Analoog vindt je dat B' —i,u .
+p 22 2
2

2
Dus A'B'(—)q(y—quTpJ =p(x—%}, of na vereenvoudiging A'B'<> y-q :p[x+2q—j.
p

Dit is inderdaad een raaklijn aan P in het punt Q(q2/2p,q), met dezelfde ordinaat als C'.

* * Bepaal de (codrdinaten van de) punten 4 en B op P < y2 =2 px zodat deze punten samen met de top O

een gelijkzijdige driehoek vormen.

Omdat |OA| = |OB| moet de x-as een symmetrieas zijn. Stel dus A(2p/12,2p/1) en dan ook B(2p/12,—2p/1) .

|OA| :|AB|C>\/4p212 +4p*A* :|4pﬂ| SAp A +4p* At =16p° A7 < 4p* A7 (3—12):0.

De punten worden dus gegeven door A(6p, 2\/§p) en B(6p, - 2\/§p).

* K™ Als P(xl,yl) € P <> y*> =2px dan hebben we bewezen dat 1 <> y-y, = p(x+xl) de vergelijking is van de

raaklijnin P aan P.
Bewijs dat, als P buiten de parabool P ligt, de rechte ¢ de rechte is die de punten verbindt waar de raaklijnen vanuit
P de parabool P raken. We noemen ¢ in dat geval de poollijn van P ..

Stel dat de rechten 7, en ¢,, die elkaar snijden in P, de parabool raken in de punten A(xA,yA) en B(xB,yB).
Voor de raaklijnin 4 geldt , <> y-y, :p(x+xA). Dus Pet, <y )y, :p(x1 +xA)<:>AEt.

Analoogis i, <> ¥y, :p(x+x3).Dus Pet, <y -y, :p(x1+x3)<:>Bet. O

* % % Vier verschillende punten van de parabool P <> y2 = 2 px zijn concyclisch (liggen

op één cirkel). Bewijs dat de som van de y -codrdinaten van die 4 punten nul zijn.

Noem die vier punten R(xl,yl), Pz(xz,yz), P3(x3,y3) en ﬂ(x4,y4).

Stel dat de cirkel waar ze op liggen C is, met C <> x” +y” +2ax+2by+c=0. We

berekenen de snijpunten:

2 2
y'=2px 2p 2p
)c2+yz+2ax+2by+c=0C:> 2 2 - y* a
X iy 2a 1 2by+e=0 —+| 1+— |y’ +2by+c=0
2p 2p 4p p

De vier y -codrdinaten van de punten moeten dus de oplossing zijn van y* + (4p2 + 4pa)y2 +8p’by +4p’c=0.
De ontbinding van deze vergelijking is per definitie gelijk aan (y —yl)(y -, )(y -, )(y — y4) =0.

De coéfficiént van y3 in beide vergelijkingen moet gelijk zijn, dus 0 =—y, -y, -y, -y, © y,+y,+y,+y,=0.0



7.

a)

b)

De drie zijden van een driehoek raken aan een parabool P.
* % % * Bewijs dat het hoogtepunt van de driehoek op de

richtlijn van de parabool ligt.

Noem P <>y’ =2px, en neem PA(2pa2,2pa)e73,
PB(2pb2,2pb)eP en PC(2pcz,2pc)e73.

Voor de raaklijn in P, geldt:

t, <—>y-2pazp(x+2pa2)c>2a-y:x+2pa2.
Analoog vind je:

I, & 2b-y=x+2pb° en Iy, o2 y=x+2pc’.

Noem A hetsnijpuntvan 7, en 1, :

2b-y=x+2pb2 * x:2b-p(b+c)—2pb2 =2pbc
=
2c-y=x+2pc’

yzp(b+c)

2pb* =2 pc? _\Xp(bz _Cz) B P(b+C)M

*:2b.y—2pb’> =2c-y-2pc’ < y= = = —p(b+
Yo =20y 2p Sy =T T SN o) (=] p(b+c)

We vinden dus A(2pbc, pb+pc) en analoog B(2pac, pa +pc) en C(2pab, pa +pb).
De rico van de loodlijnen op AB, BC en AC zijn respectievelijk —2¢, —2a en —2b.

De hoogtelijn door 4 op BC isdus h, <> y = —2a(x—2pbc)+pb+pc

Analoog zijn hy <> y =—2b(x—2pac)+pa+pc en h. <>y =—2c(x—2pab)+pa+pb.

Het hoogtepunt is het snijpunt van (bijvoorbeeld) 7, en &, . We stellen gelijk om de abscis van H te berekenen:

pa—pbww

2b-2a

—2a(x—2pbc)+pb+/:—2b(x—2pac)+pa+/p€<:>x:

-p(b—a
& x= M __r => het hoogtepunt H ligt op de richtlijn d <> x = —g (de ordinaat is irrelevant) O

2(b—a)

* % % % * Bewijs dat het brandpunt van P op de omgeschreven cirkel van de driehoek ligt.

De middelloodlijn van [ 4B| gaat door M5 (Pbc + PaC,WJ en heeftrico m, =-2c,dus
+ pb+2 +pha?2
IAB r= —2C(X—pbc—pac)+% = y= —2C')C-i-2pbc2 +2pacz +%

pa+ pc+2pb

Analoog: [, <> y =-2b-x+2pb*c+2pab’ + 5

We zoeken de codrdinaat van het middelpunt van de omgeschreven cirkel, M :



pa+ pb+2pc 4ab+4bc+4ac+1

y=-2c-x+2pbc’ +2pac’ +f Clx=p ;
=
y=—2b'x+2pbzc+2pabz+%c+2pb y:p.a+b+§_4abc
_2C-x+2pbcz+2pac2 _{_W:_zb,x_{_zplfc_{_zpabz +%€+2pb
+pc+2pb +pb+2pc
2pbzc+2pab2+>q\ perep —2pbc® —2pac® - >q\ po+zp
S x= 2
2b-2c
2 . W+c+2b ) , WA+b+2c
a2 T 4bevdab —4be* —dac® +b—c
g 2b—2¢ P 4b—4c

_p.N(4bc+4ab+4ac+l) _p.4ab+4bc+4ac+1
4(b=c) 4

4ab+4bc +4ac +1
4

pa+ pb+2pc
2

:>y=—2c-(p- j+2pbc2+2pac2+
=p-(—2abc—2bc2 —2ac’ —%+2bc2 +2ac’ +%+%+cj

:p-(—zabc%{%—g%fMJr%Jr%Jrcj:p.a+b+c_4abc

2

De straal van de omgeschreven cirkel is gelijk aan:

2 2
r=|AM|=p-\/(4ab+4bz+4ac+l—2bcj +(a+b+§—4abc_b_cj

=§-\/(4ab—4bc+4ac+l)2 +(2a —2b—2c—8abc)2 =Z-\/(4ab—4bc+4ac+l)2 +(2a —2b—2c—8abc)2

Voor de afstand van het brandpunt tot het middelpunt van de omgeschreven cirkel geldt:

2 2
|MF| :p.\/(4ab+4bc+4ac+l_lj Jr(a+b+c—4abcj

4 2 2

:%\/(4@ +4be+4ac—1) +(2a+2b+2c—8abc)

Het brandpunt zal dus op de omgeschreven cirkel van de driehoek liggen als en slechts als » = |FM|

75/-\/(4ab—4bc+4ac+l)2 +(2a—2b—2c—8abc)2 =729/\/(4ab+4bc+4ac—1)2 +(2a+2b+2c—8abc)2

2

@(4ab—4bc+4ac+l)2+(2a 2b—-2¢c— Sabc) =(4ab+4bc+4ac 1 +(2a+2b+2c—8abc)2

& (dab+dac) + (4bF1) +2(4ab+4dac)(—4be+1)+ (2a—8abe) + (2b+47C) —2(2a—8abe)(2b+2c)
= (dab+dac) + (4be=T) +2(4ab+4ac)(4bc—1)+ (2a—8abe) + (2b+7c) +2(2a—8abe)(2b+2c)

& \X(4ab+4ac)(—4bc+l)—\X(2a —8abc)(2b+2c) =\X(4ab +4ac)(4bc —1)+\X(2a —8abc)(2b+2c)
& (4ab +4ac)(—4bc +1)—(2a —8abc)(2b +2c) =0
< —16ab*c+4ab—16abc* +4ac —4ab —4ac +16ab*c +16abc* =0<=0=00O



