Oplossingen
* Bereken zo eenvoudig mogelijk:

a) (-1 —i)zo = (\/E(cos 225°+isin 225°))2O =2"(cos 4500° +isin 4500°) = 2' (cos 180°+isin180°) = —1024

) (1+i\/§)10 _ (2(cos60°+iSin600))13 m :23(cos(1080°)+isin(1080°))=8
" et 0]

* Stel z ——1+i\/3 en z, =1+i

z .
a) Schrijf z==L in goniometrische vorm r.(cosa +isin a) .

2
—1+i3  2(cos120°+isin120°)
z= =

=2 (cos 75° +isin 75°
1+i \/5(00545°+isin45°) (cos isin75°)

b) Schrijf z ] algebraische vorm a+ib, met a,be R..
2

Z:—1+iﬁ_l—i_(_l+ﬁ)+i(l+ﬁ)

1+i 1-i 2
c) Leid hieruit de exacte waarden af voor cos 75° en sin75°.

. -1+
(—1+ﬁ)+i(1+ﬁ)® CoS 75" = zJ\rE

2 i 1443

n 75°
22

2

(cos75°+isin75°) =

Zij gegeven een complex getal z € C, met |Z| =1.

2
1+z ..
a) % Bewijs dat (WJ = z. Daartoe stellen we z =cos@+isin &, dan wordt:
+z

14z 2_ 14+ cosé +isin® 2_(1+cosH)2+2i(1+cos€)sin0—sin20
|1+z| - |1+cosH+isin0| N (1+cosH)2+sin20

_1+2cos+cos’ —sin’ 0 ; 2(1+cos8)sin@
1+2cos@+cos*@+sin*@  1+2cos@+cos” @ +sin” @

1+2cos€+coszﬁ—(1—coszﬁ) 2(1+cos@)sin@
= +1
2+ 2cosé 2+42cosé

_\XCOSHM '\XWsinﬁ
X (Lteos?) ™ R (1+eos?)

b) * % Verklaar dit resultaat ook meetkundig.

=cos@+isin@=z O

Als je bij z het getal 1 optelt kan je dit grafisch voorstellen met de parallellogramregel. De getallen 0, z, 1+ z

en 1 vormen dus (in die volgorde) een parallellogram en in dit geval zelfs een ruit, omdat |Z| =1.



~
Deel je dan 1+ z door zijn modulus |1 + z| dan bekom je sowieso een getalop |
A---o 2 1tz
de eenheidscirkel (met modulus 1). Het argument van dit getal is de helft van ‘\\
het argument van z omdat het op de bissectrice van het parallellogram ligt. 14z
1+ 2|
2 N
I+z b
Met andere woorden: =z. |
|1 + Z| & LN
0 f

4. %% Een complex getal z € C heeft modulus m . Bereken z als je weetdat z+m=8+4i
a+Na’+b* =8
b=4

De eerste vergelijking hiervan wordt: a +va’ +16 =8 < Va’+16 =8—a = a*+16=64-16a+a* < a=3

Stel z = a+bi, dan wordt de vergelijking a +bi +Na’ +b*> =8+ 4i & {

Dus z=3+4i

5. % %* Je ziet in het complexe vlak een groen vierkant I
getekend (met hoekpunten £1£17) en ook het rode beeld van

datzelfde vierkant onder een complexe eerstegraadsfunctie
f.
Stel het functievoorschrift van f* op.

Het vierkant wordt twee keer groter, verschuift 5 eenheden

naar rechts en draait dan 120° in tegenwijzerzin, dus:

f(2)=(2z+5)-(cos120°+isin120°)

:(2z+5)[—%+§i] :(—1+\/§i)z—§+il

3.

2 2
6. * % Bedenk een complexe vergelijking waarvan de oplossingen weergegeven worden in 2"]1
het hiernaast staande Argand diagram.

Het vierkant geeft de oplossingen weer van de vergelijking zt =1 (nl. £1 en %i), maar

dan verschoven van middelpunt O naar middelpunt 2+1i.

De gezochte vergelijking is dus (z -2- i)4 =1.

7. * Bereken de complexe zesdemachtswortels van —3 +\/§ i en stel ze voor in het complexe vlak.

1

2% ==3+/3i =12 (cos (150° + k - 360°) +isin (150° + k -360°)

~y
© z=R/12(cos(25°+k-60°)+isin(25°+ k-60°)), met k €{0,1,2,3,4,5} K\




z—1 T
8. % % % Toon aan dat de verzameling punten z € C in het complexe vlak waarvoor geldt dat arg( j =—— een

z+1i

halve cirkel vormen.
arg(z—_l)zﬁcarg (x—1)+yi xX— (y+1)z T
z+i) 2 x+(y+1 i x— (y+l

(x —x+y° +y x+y+1
< arg
x +(y+1

X—x+y'+y=0 |(x— 1/2 +(y+1/2 ) =1/2
S3—x+y+1<0 Sqy<x-—l

(%)= (0.-1) (%) (0.-1)

Deze verzameling punten (halve cirkel) is groen getekend op de figuur

* % * De vergelijking 4z° —6\/5 iz’ —3(3 +\/§ i)z —4 =0 heeft één zuiver reéle wortel. Los de vergelijking op

47° —9r—-4=0
Noem die reéle wortel r, dan geldt: 4r3—6\/§ir2—3(3+\/§i)r—4=0c>{ r\/, : A =r=-1/2
—6v3r° =3v3r=90

4 =63 B(3+V3i) 4 A=(-2-6V34) ~44(-8)=4-108+24Y3i +128

12 5 14343 i 4 =24+ 24+/3 i = 48(cos 60° + i 5in 60°)
4 2-6J3i -8 H

De vierkantswortels van A = 48(cos(60° + k.360°) + isin(60° + k.360°)) zijn:

—_
2

44/3 (cos (30° +k.180°) +isin (30° + £.180°) ) = i4ﬁ(ﬁ ij: +(6+2v3 1)

2+6\3i£(6+2434) 7 1+4/31

8 Ny
1 3.
——+—i
2 2

De complexe wortels zijn dus z =

De oplossingenverzameling is: V' = {—%, —%+£i, 1+ x/§ z}

10. * * Losopin C: z° —2iz> +(15—8i)z—16—30i =0, als je weet dat z, = 2i één van de wortels is
1 —2i 15-8i -16-30i De andere wortels zijn dus nog de vierkantswortels
2i 2i 0 16+30i van —15+8i . Dit kan met een eenvoudig truukje:
1 0 15-8i 0 ~15+8i=1+8i-16=(1+4i) .

De oplossingenverzameling is dus V' = {21’,1 +4i,—1 —41'}



11. % * Gegeven is de complexe veelterm P(z) =z' -6z +24z> —-182+63.
a) Bepaal de reéle getallen a, b en ¢ zodat voor elk complex getal z geldt: P(Z) = (22 +3)(az2 +bz+c)

P(z)=(2"+3)(az’ +bz+c)=az' +bz’ +(3a+c) 2 +3bz+3c =z — 62" +242° —18z+ 63

a=1
b=-6 a=1
©13a+c=241b=—6 =P(z)=(z"+3)(-6z+21)
3b=-18 c=21
3c=63

b) Bepaal alle (complexe) wortels van de veelterm P(z).
P(z)=0& (2 +3)(z* =62+21) =0 2 +3=0v 2’ —62+21 =0 z=%3i v z=3+23i

V={\3i,-V3:,3+237,3-231}

12. * % * Bepaal de waarden van de reéle parameters a,b,c € R opdat de veelterm P(z) =2z"+az’ +bz* +cz+3

onder andere 2 en i als nulpunten zou hebben. Wat is het vierde nulpunt?

Als i een nulpunt is dan moet ook —i een nulpunt zijn, zodat de gegevens zich vertalen tot:

P(2)=0  (3248a+4b+2c+3=0 (8a+4b+2c=-35 [a=-11/2

P(i)=0 <12-ai-b+ci+3=0 <{b=5 &3b=5
P(~i)=0 24+ai—-b-ci+3=0 a-c=0 c=-11/2
11 11 Dus:
2 - 5 -~ 3 *
P(z)=2z4+az3+bzz+cz+3
2 4 -3 4 -3 3
3 3 =(Z—2)(Z—l)(2+l)[22—5j
2 - 2 - 0
2 2
. ) 3
3 3 Het vierde nulpunt is dus —.
i 2i ~2i-2 = 4
2 ——=+2i ——I H 0
—i —2i éi
2
3
- 0




T
13. * % % X, en x, zijn de wortels van de vergelijking tan’ - x* +tana - x+1=0, met & GR\{"’EH keZ}.

Bewijsdat Vne N: (x, )n +(x, )n =2.cos (?j.cot” a

De discriminantis A = tan”® & —4 tan® @ = -3 tan” &, met als wortels i\/§ itan o« .

De oplossingen worden dus gegeven door:

—tana+\/§itana 1 1 \/5 2 . (2x
= = ——+71 =cota| cos +1sin T

X

2tan’ a tana| 2 3
_tana —+3itana 1 1 3. 2 2z
En x, = > = —————i |=cota| cos| —— |+isin
2tan” o tana| 2 2 3 3

Dusgeldt: Vi< <x1>"+<x2>"=C°t”“[C°{ j n( 222 ot o cos{ 2 Jorin 27
n 2 ; 2zn\ .. (27#n
=cot” a| cos +isin —3 +cot” | cos —3 —iSIin —3

=2.cos (2—73”1)&‘[” a O



