Voorbeeldoplossingen

1. Definiéer [, = .E tan" x dx .
a) * Bereken /, en [,.
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b) * ** Stel een recursieformule op voor /, en bewijs datgeldt /, +1, , = —
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I, =I4tan”xdx:.[4tan”’zx-tanzxdx:.[“tan”*zx-seczxdx—j“tan”*zxdx
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2. Definiéer I, = '[leln” xdx.
a) * Bereken /, en [,.
e e e
1, =.[1 Inxdx = [xlnx]1 _.[1 dx=e—(e—-1)=1
e [p1]
[2=Iln2xdx [xlnx 2_[ Inxdx=e-2
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b) * * Stel een recursieformule op voor /, en bewijs datgeldt /, +n-1,_, =e.
e e e
_ n _ n . n-1 — 7.
["_L In xdx—[xln x]l n L In"" xdx=e-n-1_,
3. Jeziet hieronder de grafiek getekend van de functie f(x) =e'\l-¢e" .
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* % % Bereken de oppervlakte begrepen tussen de grafiek van de functie en de Xx -as.

A =IioeX\/1—e2de :I;VI—tzdt;%

stelt=¢"=dt=e"dx en x=0=t=e"=l,x=—0=t=¢"=0

*: deze integraal bepaalt de oppervlakte van een kwartcirkel met straal 1.
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4. % % Bereken jz—zdx.
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= H[ _y o .
Iz(xcosx de[ x }2+Iz dc 7,
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Gegeven zijn twee cirkels C; en C, met middelpunten M| en M, enstralen 7 en r,, zodat
|M1M2| =1, =1, =1. Bepaal exact de oppervlakte van het lensvormige gebied waar ze elkaar

snijden (zie figuur).

a) * % % Met behulp van een zelfgekozen assenstelsel en integratie.

1 1
Kies je assenstelsel zo dat de cirkels middelpunten (O’EJ en (0’_Ej hebben.

2 2
1 1
De vergelijkingen van deze cirkels zijn xt+ (y —Ej =1en x*+ (y +Ej =1, ze snijden elkaar op de x -

as in de punten (?,OJ en (_—f,OJ (reken dit na).

De gezochte oppervlakte is dus (zie figuur):

Vi

V3 z z
A :4-I 2 (\/1— 2 —lex=I3(4cost—2)costdt:I3(4coszt—2cost)dt=
0 2 0 0
. ) 3 T
stel x =sint =>+\1—x" =cost endx=costdt en x:0:>t:0,x:7:>t=

3
=F(2+2cos2t—2cost)dt=[2t+sin2t—2sint]§ =2—7Z—£
0 302

1+ cos 2t
(merk op dat 4cos’ =4 T =2+ 2cos 2t wegens de formule van Carnot)

b) ** Met behulp van de geziene formules voor cirkelsegmenten.

Om de opperviakte van het cirkelsegment te vinden met straal r en
middelpuntshoek & moeten we van de cirkelsector de driehoek aftrekken met als

basis 2rsin£ en hoogte r'cosg : /A
2 2
or’ 2rsin—-rcos > 2 Ehnd .
S\cmncnl = S\cclur _S\ S T e e e _(9_5"19)'
o ’ ) 2 2 2 2 2



0 2
Op onze figuur geldtdat —=— =60 = T , zodat de gezochte oppervlakte oppervlakte gelijk is aan:
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6. * % % De astroide met vergelijking C <> x3 + y? = a? a

wordt gewenteld om de x -as. Bereken de oppervlakte
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van dit omwentelingslichaam. X

=

3
22y,
We wentelen f(x): a’—x3| tussen —a ena.
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Stelt=a3—x3:>dt=—%x3dx:>d—)f= 3dt en x=0=>t=a’,x=a=>1t=0
x}

x=2cost+cos(2t)+1

) ) 1 € [0, 27z] .
y =2sint +sin(2t)

7. k% Gegeven: kromme K & {

Deze kromme heet een cardioide. Ze ontstaat door een punt te volgen op

een cirkel die rond een andere, even grote cirkel rolt.

De lengte L van deze kromme kan geschreven worden als:

b
L=8-Icos(k-t)dt.
0

a) Bewijs dit.

2
x=b d
We kennen de formule voor de booglengte: L =2 .[ ) 1+ (—yj dx . Omvormen naar onbekende ¢ :

i)

dy/dt
dx/ dt

2 2 2
K o=2. j (@J +(@J dt
di - AUar d

De grenswaarden voor ¢ zijn de nulpunten van y . Dat zijn de veelvouden van 7 (reken dit na).

Verder geldt: dx/dt =-2sint—2sin2¢ en dy/dt=2cost+2cos2t



L= 2-'[0”\/(—2sinz‘—2sin2z‘)2 +(2cost+2cos2t)2dt = 2-'[Oﬁx/8+8sintsin2t+8cost0052tdt

= 2-J.Oﬁx/8+85intsin2t+SCostcos2tdt =2-.[0”\/8+8005(2t—t)dt=2-J.0”\/8+8005tdt

=2 |78 +8(2c0s* (¢/2) ~1)dr =2- ["\[16cos’ (1/2)dt =8 [ cos(1/2) dr

b) Wat zijn de waarden van b en k in dat geval?

1
b=renk=—
2
c) Bereken delengte L van deze cardioide.
L= 8'.[0 cos(#/2)dt = S[ZSin(t/z)]O =16
* % % Als je een cirkel met middelpunt (R,O) en straal » wentelt

om de y -as ontstaat er een omwentelingslichaam dat op een donut

lijkt. In de wiskunde noemen we dit een torus.

Bewijs de volgende uitspraken:

(het product van de opperviakte van de cirkel die wentelt met de

omtrek van de cirkel die zijn middelpunt aflegt bij het wentelen)

S

\
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a) Hetvolume van een torus wordt gegeven door J = zr’-27R. x

Om het gewenste volume (van de torus) te vinden moeten we het
volume dat we bekomen door de binnenste schil te wentelen aftrekken van het volume dat we bekomen door

de buitenste schil te wentelen. We bekomen:

V,,“Mzﬁ-.[rr(R+\/r2—x2)zdx:ﬁ-.[rr(Rz+2R- r2—x2+(r2—x2))dx
,,”mw—ﬁj. ( Pt —x ) dx = 7Z'J. ( -2R- r2—x2+(r2—x2))dx

_72'.[ 4R \r* —=x*dx=4rnR- J. Nt =x*dx =4rzR- T—ﬂ'l" -27R

halve cirkel met straal r

buiten [7IIZIZL en

b) De oppervlakte van een torus wordt gegeven door A =27r-27R.
(het product van de omtrek van de cirkel die wentelt met de omtrek van de cirkel die zijn middelpunt aflegt

bij het wentelen)



Om de gewenste opperviakte (van de torus) te vinden moeten we de oppervlakte die we bekomen door de

binnenste schil te wentelen optellen bij de opperviakte die we bekomen door de buitenste schil te wentelen.

2 2
We bekomen: (merk op dat 1+(f'(x))2 = 1+{%j - h+r2x == 2’” )
Nrt—x - Nrt—x

r r R
A von =277 - .L(R N ) -ﬁdx =2r- I{Tlﬂszr rjdx

r / r r Rr
Ahimw” =27Z'.[7F(R— l"2 —xz ) de =2r 'Ir[rz—xz—l"jdx

r Rr x|
A+ A4,., =41 Irﬁdx =4rzRr- [Bgsm;} =2nr-27R



